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Abstract: This manuscript contains several new notions  including  intuitionistic  fuzzy  𝑁௕ metric 

space, intuitionistic fuzzy quasi-𝑆௕-metric space, intuitionistic fuzzy pseudo-𝑆௕-metric space, intui-

tionistic  fuzzy quasi-𝑁 -metric  space and  intuitionistic  fuzzy pseudo  𝑁௕   fuzzy metric  space. We 

prove decomposition theorem and fixed-point results in the setting of intuitionistic fuzzy pseudo 

𝑁௕  fuzzy metric space. Further, we provide several non-trivial examples  to show  the validity of 

introduced notions and results. At the end, we solve an integral equation, system of linear equations 

and nonlinear fractional differential equations as applications. 

Keywords: intuitionistic fuzzy metric space; fixed point; integral equations; system of linear   

equations; decomposition theorem 

 

1. Introduction 

There are numerous generalizations pertaining to metric space (MS) found in the lit-

erature of mathematical analysis. Gahlar [1]  introduced the famous notion called 2-MS 

but while it is not continuous, MS is. Subsequently, Dhage [2] provided the concept of D-

MS but Mustafa and Sims [3] proved that several topological properties were not true of 

D-MS and introduced the notion of G-MS. The majority of the fixed-point results in the 

setting of G-MS can be quickly determined by employing MS and quasi-MS, according to 

Jleli and Samet [4]. In 2012, Sedghi et al. [5] introduced the concept of S-MS and proved 

several fixed-point results in the framework of complete S-MS. In 1989, Bakhtin [6] de-

fined b-MS by multiplying a real number  𝜏 ൒ 1  on the right side of triangle inequality. If 
we consider  𝝉 ൌ 1  in b-MS then it becomes MS. After that, Sedghi et al. [7] introduced 

the notion of  𝑆௕-MS by combining the definitions of b-MS and S-MS; however, problem-

atically,  𝑆௕-MS is not continuous. 

The fuzzy logic paradigm was established by Zadeh [8]. Contrary to traditional logic, 

some numbers not contained within the set are defined as an element within the interval 
ሾ0, 1ሿ according to the parameters of fuzzy logic. Uncertainty, the mandatory factor of real 

difficulty, has helped Zadeh learn theories of fuzzy sets (FSs) that bear the difficulty of 

indefinity. The theory is seen as a fixed point in the fuzzy metric space (FMS) for various 
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processes, one of them utilizing a fuzzy logic. Later on, building upon Zadeh’s outcomes, 

Heilpern [9] established the fuzzy mapping notion and a theorem on an FP for fuzzy con-

traction mapping in linear MS, expressing a fuzzy general form of Banach’s contraction 

theory. In the definition of FMSs provided by Kaleva and Seikkala [10], the imprecision is 

introduced when the distance between the elements is not a precise integer. After that first 

work by Kramosil and Michalek [11], and further work by George and Veeramani [12], 

the notation of an FMS was introduced. Nadaban [13] defined Fuzzy b-MS and proved 

several of its properties. Malviya [14] introduced the concepts of N-FMS, Pseudo N-FMS 

and proved several fixed-point results by using contraction mappings. Recently, Fernan-

dez et al. [15] defined the concept of 𝑁௕-FMS and proved its topological properties with 

several fixed-point results for contraction mappings. In 2004, Park [16] introduced intui-

tionistic fuzzy metric spaces (IFMSs) as a generalization of FMSs using the concepts of 

intuitionistic FSs, continuous t-norm (CTN) and continuous t-conorm (CTCN). After that, 

several authors [17–22] worked on generalization of an IFMS and proved fixed point re-

sults  for contraction mappings.  Ionescu et al.  [23] and Mehmood et al.  [24] worked on 

intuitionistic fuzzy metric spaces and extended b-metric spaces and proved several fixed-

point results for contraction mappings under several new conditions. 

In  this paper, we  introduce  the definitions of  intuitionistic  fuzzy  𝑁௕ metric space 

(IFNBMS),  intuitionistic  fuzzy  quasi-𝑆௕ -metric  space  (IFQSbMS),  intuitionistic  fuzzy 

pseudo-𝑆௕-metric space (IFPSbMS), intuitionistic fuzzy quasi-𝑁-metric space (IFQNMS) 

and  intuitionistic  fuzzy pseudo  𝑁௕  metric  space  (IFPNbMS). We prove decomposition 

theorem and fixed-point results  in new setting. At  the end, we provide applications  to 

integral equation, system of  linear equations and nonlinear fractional differential equa-

tions. 

2. Preliminaries 

In this section, we recall several basic definitions from the existing literature. 

Definition 1 [22]. A mapping ∗∶ 𝐼ଷ → 𝐼  ሺ𝐼 ൌ ሾ0,1ሿሻ  is said  to be CTN  if  it verifies  the below 
axioms: 

(i)  ∗ ሺ𝑎, 1,1ሻ ൌ 𝑎,∗ ሺ0,0,0ሻ ൌ 0; 

(ii)  ∗ ሺ𝑎, 𝑏, 𝑐ሻ ൌ∗ ሺ𝑎, 𝑐, 𝑏ሻ ൌ∗ ሺ𝑏, 𝑐,𝑎ሻ; 

(iii)  ∗  is continuous; 

(iv)  ∗ ሺ𝑎ଵ, 𝑏ଵ, 𝑐ଵሻ ൒∗ ሺ𝑎ଶ, 𝑏ଶ, 𝑐ଶሻ  for  𝑎ଵ ൒ 𝑎ଶ, 𝑏ଵ ൒ 𝑏ଶ, 𝑐ଵ ൒ 𝑐ଶ. 

𝑎 ∗ 𝑏 ∗ 𝑐 ൌ 𝑎𝑏𝑐   and  𝑎 ∗ 𝑏 ∗ 𝑐 ൌ minሼ𝑎, 𝑏, 𝑐ሽ   are  called product CTN  and minimum 

CTN respectively. 

Definition 2 [22]. A mapping  ∗: 𝐼ଷ → 𝐼  ሺ𝐼 ൌ ሾ0,1ሿሻ  is said to be CTCN if it verifies the below 

axioms: 

(i)  ⋄ ሺ𝑎, 0,0ሻ ൌ 𝑎,⋄ ሺ0,0,0ሻ ൌ 0; 

(ii)  ⋄ ሺ𝑎, 𝑏, 𝑐ሻ ൌ⋄ ሺ𝑎, 𝑐, 𝑏ሻ ൌ⋄ ሺ𝑏, 𝑐,𝑎ሻ; 

(iii)  ⋄  is continuous; 

(iv)  ⋄ ሺ𝑎ଵ,𝑏ଵ, 𝑐ଵሻ ൒⋄ ሺ𝑎ଶ, 𝑏ଶ, 𝑐ଶሻ  for  𝑎ଵ ൒ 𝑎ଶ,𝑏ଵ ൒ 𝑏ଶ, 𝑐ଵ ൒ 𝑐ଶ. 

𝑎 ⋄ 𝑏 ⋄ 𝑐 ൌ maxሼ𝑎, 𝑏, 𝑐ሽ  are called a maximum CTCN. 

Definition 3  [14]. Suppose  𝜩 ് ∅  is an arbitrary  set. Then  ሺ𝜩,𝑁,∗ሻ  is an NFMS,  if  ∗  is a 

CTN  and  𝑁  is  a FS  on  𝜩ଷ ൈ ሺ0,൅∞ሻ  verifying  the  below  axioms  for  all  𝜘,𝜛,ѡ,𝑎 ∈ 𝜩  and 

𝜅, 𝝉,𝝈 ൐ 0: 

(a)  𝑁ሺ𝜘,𝜛,ѡ,𝜎ሻ ൅ 𝛩ሺ𝜘,𝜛,ѡ,𝝈ሻ ൑ 1, 



Fractal Fract. 2023, 7, 529  3  of  24 
 

 

(b)  𝑁ሺ𝜘,𝜛,ѡ,𝝈ሻ ൐ 0, 

(c)  𝑁ሺ𝜘,𝜛,ѡ,𝝈ሻ ൌ 1  if and only if  𝜘 ൌ 𝜛 ൌ ѡ, 

(d)  𝑁ሺ𝜘,𝜛,ѡ, 𝜅 ൅ 𝝉 ൅ 𝝈ሻ ൒ 𝑁ሺ𝜘,𝜘,𝑎, 𝜅ሻ ∗ 𝑁ሺ𝜛,𝜛,𝑎, 𝝉ሻ ∗ 𝑁ሺѡ,ѡ,𝑎,𝝈ሻ, 

(e)  𝑁ሺ𝜘,𝜛,ѡ, . ሻ: ሺ0,൅∞ሻ → ሺ0,1ሿ  is a continuous function. 

Definition  4  [7].  Suppose  𝜩 ് ∅  is  an  arbitrary  set  and  𝜇 ൒ 1  a  real  number. A  function 

𝑆௕:𝜩ଷ → ሾ0,൅∞ሻ  is called  𝑆௕-metric if and only if it verifies the below axioms for all  𝜘,𝜛,ѡ,𝑎 ∈

𝜩: 

(S1) 𝑆௕ሺ𝜘,𝜛,ѡሻ ൌ 0  if and only if  𝜘 ൌ 𝜛 ൌ ѡ, 

(S2) 𝑆௕ሺ𝜘,𝜛,ѡሻ ൑ 𝝁ሾ𝑆௕ሺ𝜘,𝜘,𝑎ሻ ൅ 𝑆௕ሺ𝜛,𝜛,𝑎ሻ ൅ 𝑆௕ሺѡ,ѡ,𝑎ሻሿ. 

Then, a pair  ሺ𝜩, 𝑆௕ሻ  is known an  𝑆௕-MS. 

Definition 5 [16]. A six tuple  ሺ𝜩,𝑁,𝛩,∗,⋄ሻ  is an IFMS if  𝜩 ് ∅  arbitrary set,  ∗  is a CTN,  ⋄ 
is a CTCN,  𝑁  and  𝛩  are FSs on  𝜩ଶ ൈ ሺ0,൅∞ሻ  verifying the below axioms for all  𝜘,𝜛,ѡ ∈ 𝜩 
and  𝝉,𝝈 ൐ 0: 

(i)  𝑁ሺ𝜘,𝜛,𝝈ሻ ൅ 𝛩ሺ𝜘,𝜛,𝝈ሻ ൑ 1, 

(ii)  𝑁ሺ𝜘,𝜛,𝝈ሻ ൐ 0, 

(iii)  𝑁ሺ𝜘,𝜛,𝝈ሻ ൌ 1  if and only if  𝜘 ൌ 𝜛, 

(iv)  𝑁ሺ𝜘,𝜛, 𝝉 ൅ 𝝈ሻ ൒ 𝑁ሺ𝜘,ѡ, 𝝉ሻ ∗ 𝑁ሺѡ,𝜛, 𝝉ሻ, 

(v)  𝑁ሺ𝜘,𝜛, . ሻ: ሺ0,൅∞ሻ → ሺ0,1ሿ  is a continuous function, 

(vi)  𝛩ሺ𝜘,𝜛,𝝈ሻ ൐ 0, 

(vii) 𝛩ሺ𝜘,𝜛,𝝈ሻ ൌ 0  if and only if  𝜘 ൌ 𝜛, 

(viii)  𝛩ሺ𝜘,𝜛, 𝝉 ൅ 𝝈ሻ ൑ 𝛩ሺ𝜘,ѡ, 𝝉ሻ ⋄ 𝛩ሺѡ,𝜛, 𝝉ሻ, 

(ix)  𝛩ሺ𝜘,𝜛, . ሻ: ሺ0,൅∞ሻ → ሺ0,1ሿ  is a continuous function. 

3. Intuitionistic Fuzzy  𝑵𝒃 Metric Space 

In this section, we introduce the notion of IFNbMS and provide several examples. 

Definition 6. A  six  tuple  ሺ𝜩,𝑁,𝛩,∗,⋄,𝝁ሻ   is an  IFNbMS  if  𝜩 ് ∅   is an arbitrary  set,  ∗   is a 
CTN,  ⋄  is a CTCN,  𝝁 ൒ 1  is a real number,  𝑁  and  𝛩  are FSs on  𝜩ଷ ൈ ሺ0,൅∞ሻ  verifying the 
below axioms for all  𝜘,𝜛,ѡ,𝑎 ∈ 𝜩  and  𝜅, 𝝉,𝝈 ൐ 0. 

(x)  𝑁ሺ𝜘,𝜛,ѡ,𝝈ሻ ൅ 𝛩ሺ𝜘,𝜛,ѡ,𝝈ሻ ൑ 1, 

(xi)  𝑁ሺ𝜘,𝜛,ѡ,𝝈ሻ ൐ 0, 

(xii) 𝑁ሺ𝜘,𝜛,ѡ,𝝈ሻ ൌ 1  if and only if  𝜘 ൌ 𝜛 ൌ ѡ, 

(xiii)  𝑁൫𝜘,𝜛,ѡ,𝝁ሺ𝜅 ൅ 𝝉 ൅ 𝝈ሻ൯ ൒ 𝑁ሺ𝜘,𝜘,𝑎, 𝜅ሻ ∗ 𝑁ሺ𝜛,𝜛,𝑎, 𝝉ሻ ∗ 𝑁ሺѡ,ѡ,𝑎,𝝈ሻ, 

(xiv)  𝑁ሺ𝜘,𝜛,ѡ, . ሻ. ሺ0,൅∞ሻ → ሺ0,1ሿ  is a continuous function, 

(xv)  𝛩ሺ𝜘,𝜛,ѡ,𝝈ሻ ൐ 0, 

(xvi)  𝛩ሺ𝜘,𝜛,ѡ,𝝈ሻ ൌ 0  if and only if  𝜘 ൌ 𝜛 ൌ ѡ, 

(xvii) 𝛩൫𝜘,𝜛,ѡ,𝝁ሺ𝜅 ൅ 𝝉 ൅ 𝝈ሻ൯ ൑ 𝛩ሺ𝜘,𝜘,𝑎, 𝜅ሻ ⋄ 𝛩ሺ𝜛,𝜛,𝑎, 𝝉ሻ ⋄ 𝛩ሺѡ,ѡ,𝑎,𝝈ሻ, 

(xviii)  𝛩ሺ𝜘,𝜛,ѡ, . ሻ. ሺ0,൅∞ሻ → ሺ0,1ሿ  is a continuous function. 

Here,  𝑁ሺ𝜘,𝜛,ѡ,𝜎ሻ   and  𝛩ሺ𝜘,𝜛,ѡ,𝝈ሻ   are membership and non-membership  func-

tions of  𝜘,𝜛  and  ѡ  with respect to  𝝈. 

Remark 1. If we consider  𝝁 ൌ 1  in the above definition, then we get the definition of IFNMS. 
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Example  1.  Let  𝜩 ൌ ℝ   be  the  set  of  real  numbers.  Let  𝑁   and  𝛩   are  the  functions  on 

𝜩ଷ ൈ ሺ0,൅∞ሻ  defined by 

𝑁ሺ𝜘,𝜛,ѡ,𝝈ሻ ൌ
𝝈

𝝈 ൅ 𝝁ሾ|𝜘 െ ѡ| ൅ |𝜘 ൅ ѡ െ 2𝜛|ሿଶ
 

and 

𝛩ሺ𝜘,𝜛,ѡ,𝝈ሻ ൌ
𝜇ሾ|𝜘 െ ѡ| ൅ |𝜘 ൅ ѡ െ 2𝜛|ሿଶ

𝝈 ൅ 𝝁ሾ|𝜘 െ ѡ| ൅ |𝜘 ൅ ѡ െ 2𝜛|ሿଶ
, 

for all  𝜘,𝜛,ѡ ∈ 𝜩  and  𝝈 ൐ 0.  Then  ሺ𝜩,𝑁,𝛩,∗,⋄,𝝁ሻ  is an IFNbMS with CTN  𝑎 ∗ 𝑏 ∗ 𝑐 ൌ 𝑎𝑏𝑐, 

CTCN  𝑎 ⋄ 𝑏 ⋄ 𝑐 ൌ maxሼ𝑎, 𝑏, 𝑐ሽ  and  constant  𝝁 ൒ 1.  The graphical behavior of  𝑁  and  𝛩  are 

shown in Figures 1 and 2 respectively. 

Proof. Here, we prove only (iv) and (viii), others are obvious. Firstly, we investigate (iv), 

𝑁ሺ𝜘,𝜘,𝑎, 𝜅ሻ ∗ 𝑁ሺ𝜛,𝜛,𝑎, 𝝉ሻ ∗ 𝑁ሺѡ,ѡ,𝑎,𝝈ሻ 

ൌ
𝜅

𝜅 ൅ 𝝁ሾ|𝜘 െ 𝑎| ൅ |𝜘 ൅ 𝑎 െ 2𝜘|ሿଶ
 ∙

𝝉
𝝉 ൅ 𝝁ሾ|𝜛 െ 𝑎| ൅ |𝜛 ൅ 𝑎 െ 2𝜛|ሿଶ

∙
𝝈

𝜎 ൅ 𝝁ሾ|ѡെ 𝑎| ൅ |ѡ ൅ 𝑎 െ 2ѡ|ሿଶ
 

ൌ
1

1 ൅
𝝁ሾ|𝜘 െ 𝑎| ൅ |𝜘 ൅ 𝑎 െ 2𝜘|ሿଶ

𝜅

 ∙
1

1 ൅
𝝁ሾ|𝜛 െ 𝑎| ൅ |𝜛 ൅ 𝑎 െ 2𝜛|ሿଶ

𝝉

∙
1

1 ൅
𝝁ሾ|ѡെ 𝑎| ൅ |ѡ ൅ 𝑎 െ 2ѡ|ሿଶ

𝝈

 

൑
1

1 ൅
𝝁ሾ|𝜘 െ 𝑎| ൅ |𝜘 ൅ 𝑎 െ 2𝜘|ሿଶ

ሺ𝜅 ൅ 𝝉 ൅ 𝝈ሻ

 ∙
1

1 ൅
𝜇ሾ|𝜛 െ 𝑎| ൅ |𝜛 ൅ 𝑎 െ 2𝜛|ሿଶ

ሺ𝜅 ൅ 𝜏 ൅ 𝝈ሻ

∙
1

1 ൅
𝝁ሾ|ѡെ 𝑎| ൅ |ѡ ൅ 𝑎 െ 2ѡ|ሿଶ

ሺ𝜅 ൅ 𝝉 ൅ 𝝈ሻ

 

൑
1

1 ൅
𝝁ሾ|𝜘 െ 𝑎| ൅ |𝜘 ൅ 𝑎 െ 2𝜘|ሿଶ ൅ 𝝁ሾ|𝜛െ 𝑎| ൅ |𝜛 ൅ 𝑎 െ 2𝜛|ሿଶ ൅ 𝝁ሾ|ѡെ 𝑎| ൅ |ѡ൅ 𝑎 െ 2ѡ|ሿଶ

ሺ𝜅 ൅ 𝝉 ൅ 𝝈ሻ

 

൑
1

1 ൅
ሾ|𝜘 െ ѡ| ൅ |𝜘 ൅ ѡ െ 2𝜛|ሿଶ

𝝁ሺ𝜅 ൅ 𝝉 ൅ 𝝈ሻ

 

൑
𝝁ሺ𝜅 ൅ 𝝉 ൅ 𝝈ሻ

𝝁ሺ𝜅 ൅ 𝝉 ൅ 𝝈ሻ ൅ ሾ|𝜘 െ ѡ| ൅ |𝜘 ൅ ѡ െ 2𝜛|ሿଶ
 

ൌ 𝑁൫𝜘,𝜛,ѡ,𝝁ሺ𝜅 ൅ 𝝉 ൅ 𝝈ሻ൯. 
Now, let 
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𝝁ሾ|𝜘 െ ѡ| ൅ |𝜘 ൅ ѡ െ 2𝜛|ሿଶ ൌ 𝝁ሾ|𝜘 െ ѡ| ൅ |𝜘 ൅ ѡ െ 2𝜛|ሿଶ 

max ቊ
𝝁ሾ|𝜘 െ 𝑎| ൅ |𝜘 ൅ 𝑎 െ 2𝜘|ሿଶ

𝝁ሾ|𝜘 െ 𝑎| ൅ |𝜘 ൅ 𝑎 െ 2𝜘|ሿଶ
,
𝝁ሾ|𝜛 െ 𝑎| ൅ |𝜛 ൅ 𝑎 െ 2𝜛|ሿଶ

𝝁ሾ|𝜛 െ 𝑎| ൅ |𝜛 ൅ 𝑎 െ 2𝜛|ሿଶ
,
𝝁ሾ|ѡെ 𝑎| ൅ |ѡ൅ 𝑎 െ 2ѡ|ሿଶ

𝝁ሾ|ѡെ 𝑎| ൅ |ѡ൅ 𝑎 െ 2ѡ|ሿଶ
ቋ 

൑ ሾሺ𝜅 ൅ 𝝉 ൅ 𝝈ሻ ൅ 𝝁ሾ|𝜘 െ ѡ| ൅ |𝜘 ൅ ѡ െ 2𝜛|ሿଶሿ 

max ቊ
𝝁ሾ|𝜘 െ 𝑎| ൅ |𝜘 ൅ 𝑎 െ 2𝜘|ሿଶ

𝜅 ൅ 𝝁ሾ|𝜘 െ 𝑎| ൅ |𝜘 ൅ 𝑎 െ 2𝜘|ሿଶ
,
𝝁ሾ|𝜛 െ 𝑎| ൅ |𝜛 ൅ 𝑎 െ 2𝜛|ሿଶ

𝝉 ൅ 𝝁ሾ|𝜛 െ 𝑎| ൅ |𝜛 ൅ 𝑎 െ 2𝜛|ሿଶ
,

𝝁ሾ|ѡെ 𝑎| ൅ |ѡ ൅ 𝑎 െ 2ѡ|ሿଶ

𝝈 ൅ 𝝁ሾ|ѡെ 𝑎| ൅ |ѡ ൅ 𝑎 െ 2ѡ|ሿଶ
ቋ, 

𝝁ሾ|𝜘 െ ѡ| ൅ |𝜘 ൅ ѡ െ 2𝜛|ሿଶ

ሺ𝜅 ൅ 𝝉 ൅ 𝝈ሻ ൅ 𝝁ሾ|𝜘 െ ѡ| ൅ |𝜘 ൅ ѡ െ 2𝜛|ሿଶ
 

൑ max ቊ
𝝁ሾ|𝜘 െ 𝑎| ൅ |𝜘 ൅ 𝑎 െ 2𝜘|ሿଶ

𝜅 ൅ 𝝁ሾ|𝜘 െ 𝑎| ൅ |𝜘 ൅ 𝑎 െ 2𝜘|ሿଶ
,
𝝁ሾ|𝜛 െ 𝑎| ൅ |𝜛 ൅ 𝑎 െ 2𝜛|ሿଶ

𝝉 ൅ 𝝁ሾ|𝜛 െ 𝑎| ൅ |𝜛 ൅ 𝑎 െ 2𝜛|ሿଶ
,

𝝁ሾ|ѡെ 𝑎| ൅ |ѡ൅ 𝑎 െ 2ѡ|ሿଶ

𝝈 ൅ 𝝁ሾ|ѡെ 𝑎| ൅ |ѡ൅ 𝑎 െ 2ѡ|ሿଶ
ቋ 

𝛩൫𝜘,𝜛,ѡ,𝝁ሺ𝜅 ൅ 𝝉 ൅ 𝝈ሻ൯ ൑ 𝛩ሺ𝜘,𝜘,𝑎, 𝜅ሻ ⋄ 𝛩ሺ𝜛,𝜛,𝑎, 𝝉ሻ ⋄ 𝛩ሺѡ,ѡ,𝑎,𝝈ሻ. 

Hence (iv) and (viii) are satisfied.  □ 

 

Figure 1. Depicts the behavior of  𝑁  for  𝜩 ൌ ሾ0,1ሿ,𝝈 ൌ 1 and 𝝁 ൌ 4. 
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Figure 2. Depicts the behavior of  𝛩  for  𝜩 ൌ ሾ0,1ሿ,𝝈 ൌ 1 and 𝝁 ൌ 4. 

Example  2.  Suppose  𝜩 ൌ ℝ   is  a  set  of  real  numbers.  Let  𝑁   and  𝛩   are  the  functions  on 

𝜩ଷ ൈ ሺ0,൅∞ሻ  defined by 

𝑁ሺ𝜘,𝜛,ѡ,𝝈ሻ ൌ 𝑒
𝝁ሾ|తିѡ|ା|తାѡିଶధ|ሿమ

𝝈  

and 

𝛩ሺ𝜘,𝜛,ѡ,𝝈ሻ ൌ 1 െ 𝑒
𝝁ሾ|తିѡ|ା|తାѡିଶధ|ሿమ

𝝈 , 

for all  𝜘,𝜛,ѡ ∈ 𝜩  and  𝝈 ൐ 0.  Then  ሺ𝜩,𝑁,𝛩,∗,⋄,𝝁ሻ  is an IFNbMS with CTN  𝑎 ∗ 𝑏 ∗ 𝑐 ൌ 𝑎𝑏𝑐, 

CTCN  𝑎 ⋄ 𝑏 ⋄ 𝑐 ൌ maxሼ𝑎, 𝑏, 𝑐ሽ  and  constant  𝝁 ൒ 1.  The graphical behavior of  𝑁  and  𝛩  are 

shown in Figures 3 and 4 respectively. 

 

Figure 3. Depicts the behavior of  𝑁  for  𝜩 ൌ ሾ0,1ሿ,𝝈 ൌ 10 and 𝝁 ൌ 4. 
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Figure 4. Depicts the behavior of  𝛩  for  𝜩 ൌ ሾ0,1ሿ,𝝈 ൌ 10 and 𝝁 ൌ 4. 

Definition 7. Suppose  ሺ𝜩,𝑁,𝛩,∗,⋄,𝝁ሻ  is an IFNbMS. Then  ሺ𝜩,𝑁,𝛩,∗,⋄,𝝁ሻ  is called symmetric 

if 

𝑁ሺ𝜘,𝜘,𝜛,𝝈ሻ ൌ 𝑁ሺ𝜛,𝜛,𝜘,𝝈ሻ  (1)

and 

𝛩ሺ𝜘,𝜘,𝜛,𝝈ሻ ൌ 𝛩ሺ𝜛,𝜛,𝜘,𝝈ሻ,  (2)

for all  𝜘,𝜛 ∈ 𝜩  and  𝝈 ൐ 0. 

Example  3.  Let  𝜩 ൌ ℝ   be  the  set  of  real  numbers.  Let  𝑁   and  𝛩   are  the  functions  on 

𝜩ଷ ൈ ሺ0,൅∞ሻ  defined by 

𝑁ሺ𝜘,𝜛,ѡ,𝝈ሻ ൌ
𝝈

𝝈 ൅ ሾ|𝜘 െ 𝜛| ൅ |𝜛 െ ѡ| ൅ |ѡ െ 𝜘|ሿ௣
 

and 

𝛩ሺ𝜘,𝜛,ѡ,𝝈ሻ ൌ
ሾ|𝜘 െ𝜛| ൅ |𝜛 െ ѡ| ൅ |ѡെ 𝜘|ሿ௣

𝝈 ൅ ሾ|𝜘 െ𝜛| ൅ |𝜛 െѡ| ൅ |ѡെ 𝜘|ሿ௣
, 

for  all  𝜘,𝜛,ѡ ∈ 𝜩  and  𝝈 ൐ 0.  Then  ሺ𝜩,𝑁,𝛩,∗,⋄,𝝁ሻ  is  a  symmetric  IFNbMS with CTN  𝑎 ∗

𝑏 ∗ 𝑐 ൌ 𝑎𝑏𝑐,  CTCN  𝑎 ⋄ 𝑏 ⋄ 𝑐 ൌ maxሼ𝑎, 𝑏, 𝑐ሽ  and constant  𝝁 ൌ 2ଶሺ௣ିଵሻ. 

4. Generalized Definitions 

In this section, we provide several generalized definitions and examples. 

Definition 8. A six tuple  ሺ𝜩,𝑁𝝉,𝛩𝝉,∗,⋄,𝝁ሻ  is an IFQSbMS iff  𝜩 ് ∅  arbitrary set,  ∗  is a CTN, 

⋄  is a CTCN,  𝝁 ൒ 1  is a real number,  𝑁𝝉  and  𝛩𝝉  are FSs on  𝜩ଷ ൈ ሾ0,൅∞ሻ  verifying the below 

axioms for all  𝜘,𝜛,ѡ,𝑎 ∈ 𝜩  and  𝜅, 𝝉,𝝈 ൐ 0. 

(a)  𝑁𝝉ሺ𝜘,𝜛,ѡ,𝝈ሻ ൅ 𝛩𝝉ሺ𝜘,𝜛,ѡ,𝝈ሻ ൑ 1, 

(b)  𝑁𝝉ሺ𝜘,𝜛,ѡ,𝝈ሻ ൒ 0, 

(c)  𝑁𝝉ሺ𝜘,𝜛,ѡ,𝝈ሻ ൌ 𝑁𝝉ሺ𝑃ሼ𝜘,𝜛,ѡ,𝝈ሽሻ ൌ 1   if  and  only  if  𝜘 ൌ 𝜛 ൌ ѡ,   where  𝑃   is  permuta‐
tion, 
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(d)  𝑁𝝉൫𝜘,𝜛,ѡ,𝝁ሺ𝜅 ൅ 𝝉 ൅ 𝝈ሻ൯ ൒ 𝑁𝝉ሺ𝜘,𝜘,𝑎, 𝜅ሻ ∗ 𝑁𝝉ሺ𝜛,𝜛,𝑎, 𝝉ሻ ∗ 𝑁𝝉ሺѡ,ѡ,𝑎,𝝈ሻ, 

(e)  𝑁𝝉ሺ𝜘,𝜛,ѡ, . ሻ. ሺ0,൅∞ሻ → ሺ0,1ሿ  is a continuous function, 

(f)  𝛩𝝉ሺ𝜘,𝜛,ѡ,𝝈ሻ ൒ 0, 

(g)  𝛩𝝉ሺ𝜘,𝜛,ѡ,𝝈ሻ ൌ 𝛩𝝉ሺ𝑃ሼ𝜘,𝜛,ѡ,𝝈ሽሻ ൌ 0   if  and  only  if  𝜘 ൌ 𝜛 ൌ ѡ,   where  𝑃   is  permuta‐
tion, 

(h)  𝛩𝝉൫𝜘,𝜛,ѡ,𝝁ሺ𝜅 ൅ 𝝉 ൅ 𝝈ሻ൯ ൑ 𝛩𝝉ሺ𝜘,𝜘,𝑎, 𝜅ሻ ⋄ 𝛩𝝉ሺ𝜛,𝜛,𝑎, 𝝉ሻ ⋄ 𝛩𝝉ሺѡ,ѡ,𝑎,𝝈ሻ, 

(i)  𝛩𝝉ሺ𝜘,𝜛,ѡ, . ሻ. ሺ0,൅∞ሻ → ሺ0,1ሿ  is a continuous function. 

Here,  𝑁𝝉ሺ𝜘,𝜛,ѡ,𝝈ሻ  and  𝛩𝝉ሺ𝜘,𝜛,ѡ,𝝈ሻ  are membership and non-membership func-

tions of  𝜘,𝜛  and  ѡ  with respect to  𝝈. 

Remark 2. If we consider  𝝁 ൌ 1  in the above definition, then we get the definition of IFQSbMS. 

Example 4. Suppose  𝛯 ൌ ℝା ∪ ሼ0ሽ.  Define  𝑁𝝉  and  𝛩𝝉  by 

𝑁𝝉ሺ𝜘,𝜛,ѡ,𝝈ሻ ൌ ൞

1,                                  if 𝜘 ൌ 𝜛 ൌ ѡ,
𝝈

𝝈 ൅ ቂቚ𝜘 െ
ѡ
2ቚ ൅ ቚ𝜛 െ

ѡ
2ቚቃ

ଶ ,   otherwise, 

and 

𝛩𝝉ሺ𝜘,𝜛,ѡ,𝝈ሻ ൌ

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 0,                                  if 𝜘 ൌ 𝜛 ൌ ѡ,

ቂቚ𝜘 െ
ѡ
2ቚ ൅ ቚ𝜛 െ

ѡ
2ቚቃ

ଶ

𝝈 ൅ ቂቚ𝜘 െ
ѡ
2ቚ ൅ ቚ𝜛 െ

ѡ
2ቚቃ

ଶ ,   otherwise. 

Then  ሺ𝜩,𝑁𝝉,𝛩𝝉,∗,⋄,𝝁ሻ  is said to be an IFQSbMS with  𝝁 ൌ 2. 

Remark 3. If  𝜘 ് 𝜛 ് ѡ  then by definition of  𝑁𝝉  and  𝛩𝝉  in Example 4 

𝑁𝝉ሺ𝜘,𝜛,ѡ,𝝈ሻ ് 𝑁𝝉ሺ𝑃ሼ𝜘,𝜛,ѡ,𝝈ሽሻ  and  𝛩𝝉ሺ𝜘,𝜛,ѡ,𝝈ሻ ് 𝛩𝝉ሺ𝑃ሼ𝜘,𝜛,ѡ,𝝈ሽሻ. 

Furthermore,  𝑁𝝉ሺ𝜘,𝜘,𝜛,𝝈ሻ ് 𝑁𝝉ሺ𝜛,𝜛,ѡ,𝝈ሻ.   Hence,  IFQSbMS  is not  symmetric  in 

general. 

Definition 9. A six tuple  ሺ𝜩,𝑁𝝉௕,𝛩𝝉௕,∗,⋄,𝝁ሻ  is an IFPSbMS if  𝜩 ് ∅  is an arbitrary set,  ∗  is 

a CTN,  ⋄  is a CTCN,  𝝁 ൒ 1  is a real number,  𝑁𝝉௕  and  𝛩𝝉௕  are FSs on  𝜩ଷ ൈ ሾ0,൅∞ሻ  verify‐

ing the below axioms for all  𝜘,𝜛,ѡ,𝑎 ∈ 𝜩  and  𝜅, 𝝉,𝝈 ൐ 0. 

(I)  𝑁𝝉௕ሺ𝜘,𝜛,ѡ,𝝈ሻ ൅ 𝛩𝝉௕ሺ𝜘,𝜛,ѡ,𝝈ሻ ൑ 1, 

(II)  𝑁𝝉௕ሺ𝜘,𝜛,ѡ,𝝈ሻ ൒ 0, 

(III)  𝑁𝝉௕ሺ𝜘,𝜛,ѡ,𝝈ሻ ൌ 1  if  𝜘 ൌ 𝜛 ൌ ѡ, 

(IV)  𝑁𝝉௕൫𝜘,𝜛,ѡ,𝝁ሺ𝜅 ൅ 𝝉 ൅ 𝝈ሻ൯ ൒ 𝑁𝝉௕ሺ𝜘,𝜘,𝑎, 𝜅ሻ ∗ 𝑁𝝉௕ሺ𝜛,𝜛,𝑎, 𝝉ሻ ∗ 𝑁𝝉௕ሺѡ,ѡ,𝑎,𝝈ሻ, 

(V)  𝑁𝝉௕ሺ𝜘,𝜛,ѡ, . ሻ. ሺ0,൅∞ሻ → ሺ0,1ሿ  is a continuous function, 

(VI)  𝛩𝝉௕ሺ𝜘,𝜛,ѡ,𝝈ሻ ൒ 0, 

(VII) 𝛩𝝉௕ሺ𝜘,𝜛,ѡ,𝝈ሻ ൌ 0  if  𝜘 ൌ 𝜛 ൌ ѡ, 

(VIII)  𝛩𝝉௕൫𝜘,𝜛,ѡ,𝝁ሺ𝜅 ൅ 𝝉 ൅ 𝝈ሻ൯ ൑ 𝛩𝝉௕ሺ𝜘,𝜘,𝑎, 𝜅ሻ ⋄ 𝛩𝝉௕ሺ𝜛,𝜛,𝑎, 𝝉ሻ ⋄ 𝛩𝝉௕ሺѡ,ѡ,𝑎,𝝈ሻ, 

(IX)  𝛩𝝉௕ሺ𝜘,𝜛,ѡ, . ሻ. ሺ0,൅∞ሻ → ሺ0,1ሿ  is a continuous function. 
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Remark 4. If we consider  𝝁 ൌ 1  in the above definition, then we get the definition of IFPSbMS. 

Example 5. Suppose  𝜩 ൌ ℝା.  Define  𝑁𝝉  and  𝛩𝝉  by 

𝑁𝝉௕ሺ𝜘,𝜛,ѡ,𝝈ሻ ൌ ൝
1,                                  if 𝜘 ൌ 𝜛 ൌ ѡ,

𝝈
𝝈 ൅ ሾ|𝜘ଶ െ ѡଶ| ൅ |𝜛ଶ െ ѡଶ|ሿଶ

,   otherwise, 

and 

𝛩𝝉௕ሺ𝜘,𝜛,ѡ,𝝈ሻ ൌ ቐ
0,                                  if 𝜘 ൌ 𝜛 ൌ ѡ,

ሾ|𝜘ଶ െ ѡଶ| ൅ |𝜛ଶ െ ѡଶ|ሿଶ

𝝈 ൅ ሾ|𝜘ଶ െ ѡଶ| ൅ |𝜘ଶ െ ѡଶ|ሿଶ
,   otherwise.

 

Then  ሺ𝜩,𝑁𝝉௕,𝛩𝝉௕,∗,⋄,𝝁ሻ  is said to be an IFPSbMS. 

Definition 10. A six tuple  ሺ𝜩,𝑁ே,𝛩ே,∗,⋄ሻ  is an IFQNMS if  𝜩 ് ∅  arbitrary set,  ∗  is a CTN, 

⋄   is  a  CTCN,  𝑁ே   and  𝛩ே   are  FSs  on  𝜩ଷ ൈ ሺ0,൅∞ሻ   verifying  the  below  axioms  for  all 

𝜘,𝜛,ѡ,𝑎 ∈ 𝜩  and  𝜅, 𝝉,𝝈 ൐ 0. 

(a)  𝑁ேሺ𝜘,𝜛,ѡ,𝜎ሻ ൅ 𝛩ேሺ𝜘,𝜛,ѡ,𝝈ሻ ൑ 1, 

(b)  𝑁ேሺ𝜘,𝜛,ѡ,𝝈ሻ ൐ 0, 

(c)  𝑁ேሺ𝜘,𝜛,ѡ,𝝈ሻ ൌ 𝑁ேሺ𝑃ሼ𝜘,𝜛,ѡ,𝝈ሽሻ ൌ 1  if and only  if  𝜘 ൌ 𝜛 ൌ ѡ,  where  𝑃  is permuta‐
tion, 

(d)  𝑁ேሺ𝜘,𝜛,ѡ, 𝜅 ൅ 𝝉 ൅ 𝝈ሻ ൒ 𝑁ேሺ𝜘,𝜘,𝑎, 𝜅ሻ ∗ 𝑁ேሺ𝜛,𝜛,𝑎, 𝝉ሻ ∗ 𝑁ேሺѡ,ѡ,𝑎,𝝈ሻ, 

(e)  𝑁ேሺ𝜘,𝜛,ѡ, . ሻ. ሺ0,൅∞ሻ → ሺ0,1ሿ  is a continuous function, 

(f)  𝛩ேሺ𝜘,𝜛,ѡ,𝝈ሻ ൐ 0, 

(g)  𝛩ேሺ𝜘,𝜛,ѡ,𝝈ሻ ൌ 𝛩ேሺ𝑃ሼ𝜘,𝜛,ѡ,𝝈ሽሻ ൌ 0  if and only  if  𝜘 ൌ 𝜛 ൌ ѡ,  where  𝑃  is permuta‐
tion, 

(h)  𝛩ேሺ𝜘,𝜛,ѡ, 𝜅 ൅ 𝜏 ൅ 𝝈ሻ ൑ 𝛩ேሺ𝜘,𝜘,𝑎, 𝜅ሻ ⋄ 𝛩ேሺ𝜛,𝜛,𝑎, 𝝉ሻ ⋄ 𝛩ேሺѡ,ѡ,𝑎,𝝈ሻ, 

(i)  𝛩ேሺ𝜘,𝜛,ѡ, . ሻ. ሺ0,൅∞ሻ → ሺ0,1ሿ  is a continuous function. 

Remark  5. An  IFNMS  is  symmetric,  but  IFQNMS  is  not  symmetric  i.e.,  𝑁ேሺ𝜘,𝜘,𝜛,𝝈ሻ ്

𝑁ேሺ𝜛,𝜛,𝜘,𝝈ሻ  and  𝛩ேሺ𝜘,𝜘,𝜛,𝝈ሻ ് 𝛩ேሺ𝜛,𝜛,𝜘,𝝈ሻ. 

Definition 11. A  six  tuple  ൫𝜩,𝑁௤ ,𝛩௤ ,∗,⋄,𝝁൯  is  an  IFPNbMS  if  𝜩 ് ∅  arbitrary  set,  ∗  is  a 

CTN,  ⋄  is a CTCN,  𝝁 ൒ 1  is a real number,  𝑁௤  and  𝛩௤  are FSs on  𝜩ଷ ൈ ሺ0,൅∞ሻ  verifying 

the below axioms for all  𝜘,𝜛,ѡ,𝑎 ∈ 𝜩  and  𝜅, 𝝉,𝝈 ൐ 0. 

(i) 𝑁௤ሺ𝜘,𝜛,ѡ,𝝈ሻ ൅ 𝛩௤ሺ𝜘,𝜛,ѡ,𝝈ሻ ൑ 1, 

(ii) 𝑁௤ሺ𝜘,𝜛,ѡ,𝝈ሻ ൐ 0, 

(iii) 𝑁௤ሺ𝜘,𝜛,ѡ,𝝈ሻ ൌ 1  if  𝜘 ൌ 𝜛 ൌ ѡ, 

(iv) 𝑁௤൫𝜘,𝜛,ѡ,𝝁ሺ𝜅 ൅ 𝝉 ൅ 𝝈ሻ൯ ൒ 𝑁௤ሺ𝜘,𝜘,𝑎, 𝜅ሻ ∗ 𝑁௤ሺ𝜛,𝜛,𝑎, 𝝉ሻ ∗ 𝑁௤ሺѡ,ѡ,𝑎,𝝈ሻ, 

(v) 𝑁௤ሺ𝜘,𝜛,ѡ, . ሻ. ሺ0,൅∞ሻ → ሺ0,1ሿ  is a continuous function, 

(vi) 𝛩௤ሺ𝜘,𝜛,ѡ,𝝈ሻ ൐ 0, 

(vii) 𝛩௤ሺ𝜘,𝜛,ѡ,𝝈ሻ ൌ 0  if  𝜘 ൌ 𝜛 ൌ ѡ, 

(viii) 𝛩௤൫𝜘,𝜛,ѡ,𝝁ሺ𝜅 ൅ 𝝉 ൅ 𝝈ሻ൯ ൑ 𝛩௤ሺ𝜘,𝜘,𝑎, 𝜅ሻ ⋄ 𝛩௤ሺ𝜛,𝜛,𝑎, 𝝉ሻ ⋄ 𝛩௤ሺѡ,ѡ,𝑎,𝝈ሻ, 

(ix) 𝛩௤ሺ𝜘,𝜛,ѡ, . ሻ. ሺ0,൅∞ሻ → ሺ0,1ሿ  is a continuous function. 
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Example 6. Let  ℝ  equipped with a usual metric and  𝜩 ൌ ሼሼ𝜘௡ሽ. ሼ𝜘௡  is convergent in  ℝሽሽ.  De‐

fine CTN by  𝑎 ∗ 𝑏 ∗ 𝑐 ൌ 𝑎𝑏𝑐  and CTCN by  𝑎 ⋄ 𝑏 ⋄ 𝑐 ൌ maxሼ𝑎, 𝑏, 𝑐ሽ  for all  𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ሾ0,1ሿ  and 

𝑁௤ሺ𝜘௡,𝜛௡,ѡ௡,𝝈ሻ ൌ ቈ𝑒
ሺ|త೙ିѡ೙|ା|ధ೙ିѡ೙|ሻమ

𝝈 ቉
ିଵ

 

and 

𝛩௤ሺ𝜘௡,𝜛௡,ѡ௡,𝝈ሻ ൌ 1 െ ቈ𝑒
ሺ|త೙ିѡ೙|ା|ధ೙ିѡ೙|ሻమ

𝝈 ቉
ିଵ

. 

Observe that  ൫𝜩,𝑁௤ ,𝛩௤ ,∗,⋄,𝝁൯  is an IFPNbMS, but it is not an IFNbMS. For this, take 

ሼ𝜘௡ሽ ൌ
ଶ

௡
, ሼ𝜛௡ሽ ൌ

ଷ

௡
  and  ሼѡ௡ሽ ൌ

ହ

௡
.  Then,  ሼ𝜘௡ሽ ്  ሼ𝜛௡ሽ ് ሼѡ௡ሽ  for  ሼ𝜘௡ሽ, ሼ𝜛௡ሽ  and  ሼѡ௡ሽ  in 

𝜩  but  𝑁௤ሺ𝜘௡,𝜛௡,ѡ௡,𝝈ሻ ൌ 1  and  𝛩௤ሺ𝜘௡,𝜛௡,ѡ௡,𝝈ሻ ൌ 0. 

Remark 6. Every IFNbMS is an IFPNbMS, but converse does not hold. 

Definition  12.  Suppose  ሺ𝜩,𝑁,𝛩,∗,⋄,𝝁ሻ   be  a  symmetric  IFNbMS.  A  sequence  ሼ𝜘௡ሽ   in 

ሺ𝜩,𝑁,𝛩,∗,⋄,𝝁ሻ   is  called  convergent,  if  𝑁ሺ𝜘௡,𝜘௡,𝜘,𝝈ሻ → 1   and  𝛩ሺ𝜘௡,𝜘௡,𝜘,𝝈ሻ → 0   or 

𝑁ሺ𝜘,𝜘,𝜘௡,𝝈ሻ → 1   and  𝛩ሺ𝜘,𝜘,𝜘௡,𝝈ሻ → 0   as  𝑛 → ൅∞   for  every  𝝈 ൐ 0.   That  is,  for  𝜅 ൐ 0 

and  𝝈 ൐ 0   there  exists  𝑛଴ ∈ ℕ   such  that  for  all  𝑛 ൒ 𝑛଴,𝑁ሺ𝜘௡,𝜘௡,𝜘,𝝈ሻ ൐ 1 െ 𝜅   and 

𝛩ሺ𝜘௡,𝜘௡,𝜘,𝝈ሻ ൏ 𝜅  or  𝑁ሺ𝜘,𝜘,𝜘௡,𝝈ሻ ൐ 1 െ 𝜅  and  𝛩ሺ𝜘,𝜘,𝜘௡,𝝈ሻ ൏ 𝜅. 

Lemma  1. Suppose  ሺ𝜩,𝑁,𝛩,∗,⋄,𝝁ሻ  is  a  symmetric  IFNbMS with CTN  𝑎 ∗ 𝑏 ∗ 𝑐 ൌ 𝑎𝑏𝑐  and 

CTCN  𝑎 ⋄ 𝑏 ⋄ 𝑐 ൌ maxሼ𝑎, 𝑏, 𝑐ሽ.   Suppose  ሼ𝜘௡ሽ   be  a  sequence  in  𝜩.   If  ሼ𝜘௡ሽ   converges  to  𝜘 

and  ሼ𝜘௡ሽ  converges to  𝜛  then  𝜘 ൌ 𝜛.  That is, the limit of  ሼ𝜘௡ሽ  is unique if it exists. 

Proof.  Suppose  ሼ𝜘௡ሽ    converges  to  𝜘    and  𝜛.    Then  𝑁ሺ𝜘,𝜘,𝜘௡, 𝝉ሻ → 1    and 
𝛩ሺ𝜘,𝜘,𝜘௡, 𝝉ሻ → 0    as  𝑛 → ൅∞    for  every  𝝉 ൐ 0    and  𝑁ሺ𝜛,𝜛,𝜘௡,𝝈 െ 2𝝉ሻ → 1    and 
𝛩ሺ𝜛,𝜛,𝜘௡,𝝈 െ 2𝝉ሻ → 0  as  𝑛 → ൅∞  for every  𝝈 െ 2𝝉 ൐ 0. 

𝑁ሺ𝜘,𝜘,𝜛,𝝈ሻ ൒ 𝑁ሺ𝜘,𝜘,𝜘௡, 𝝉ሻ ∗ 𝑁ሺ𝜘,𝜘,𝜘௡, 𝝉ሻ ∗ 𝑁 ൬𝜛,𝜛,𝜘௡,
𝝈
𝝁
െ 2𝝉൰ → 1 ∗ 1 ∗ 1 ൌ 1 

and 

𝛩ሺ𝜘,𝜘,𝜛,𝝈ሻ ൑ 𝛩ሺ𝜘,𝜘,𝜘௡, 𝝉ሻ ⋄ 𝛩ሺ𝜘,𝜘,𝜘௡, 𝝉ሻ ⋄ 𝛩 ൬𝜛,𝜛,𝜘௡,
𝝈
𝝁
െ 2𝝉൰ → 0 ⋄ 0 ⋄ 0 ൌ 0, 

as  𝑛 → ൅∞.  □ 

Definition 13. Let  ሺ𝜩,𝑁,𝛩,∗,⋄,𝝁ሻ  be a symmetric IFNbMS. A sequence  ሼ𝜘௡ሽ  be a sequence in 

𝜩  is termed a Cauchy, if for all  𝜅 ൐ 0  and  𝝈 ൐ 0,  there exists  𝑛଴ ∈ ℕ  such that 

𝑁ሺ𝜘௡,𝜘௡,𝜘௠,𝝈ሻ ൐ 1 െ 𝜅  and  𝛩ሺ𝜘௡,𝜘௡,𝜘௠,𝝈ሻ ൏ 𝜅, 

or 

𝑁ሺ𝜘௠,𝜘௠,𝜘௡,𝝈ሻ ൐ 1 െ 𝜅  and  𝛩ሺ𝜘௠,𝜘௠,𝜘௡,𝝈ሻ ൏ 𝜅, 

for each  𝑛,𝑚 ൒ 𝑛଴. 
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Definition 14. Let  ሺ𝜩,𝑁,𝛩,∗,⋄,𝝁ሻ  be a symmetric IFNbMS. If every Cauchy in  𝜩  is convergent 

in  𝜩,  then  𝜩  is said to be a complete symmetric IFNbMS. 

Definition  15.  Let  ሺ𝜩,𝑁,𝛩,∗,⋄,𝝁ሻ  be  a  symmetric  IFNbMS. A  subset  𝐴  of  𝜩  is  called  𝐹-

bounded if  𝝈 ൐ 0  and  0 ൏ 𝜅 ൏ 1  such that 

𝑁ሺ𝜘,𝜘,𝜛,𝝈ሻ ൐ 1 െ 𝜅  and  𝛩ሺ𝜘,𝜘,𝜛,𝝈ሻ ൏ 𝜅,  for each  𝜘,𝜛 ∈ 𝐴. 

Definition 16. Let  ሺ𝜩,𝑁,𝛩,∗,⋄,𝝁ሻ  be an IFNbMS. A mapping  𝑓.𝜩 → 𝜩  is called an intuition‐

istic fuzzy  𝑏-contraction if, for each  𝜘,𝜛,ѡ ∈ 𝜩  and for some  𝑞 ∈ ሺ0,1ሻ,  we have 

𝑁ሺ𝑓ሺ𝜘ሻ, 𝑓ሺ𝜘ሻ, 𝑓ሺ𝜛ሻ, 𝑞𝝈ሻ ൒ 𝑁ሺ𝜘,𝜘,𝜛,𝝈ሻ  and  𝛩ሺ𝑓ሺ𝜘ሻ, 𝑓ሺ𝜘ሻ, 𝑓ሺ𝜛ሻ, 𝑞𝝈ሻ ൑ 𝛩ሺ𝜘,𝜘,𝜛,𝝈ሻ. 

Lemma 2. Let  ሺ𝜩,𝑁,𝛩,∗,⋄,𝝁ሻ  be an  IFNbMS with CTN  𝑎 ∗ 𝑏 ∗ 𝑐 ൌ 𝑎𝑏𝑐  and CTCN  𝑎 ⋄ 𝑏 ⋄

𝑐 ൌ maxሼ𝑎, 𝑏, 𝑐ሽ.  Let  ሼ𝜘௡ሽ  is a sequence in  𝜩  and converges to  𝜘,  then  ሼ𝜘௡ሽ  is a Cauchy se‐

quence. 

Proof. There is  𝑝 ∈ ℕ  for every  𝝉,𝝈 ൐ 0,  such that 

𝑁ሺ𝜘௡,𝜘௡,𝜘, 𝝉ሻ → 1  and  𝛩ሺ𝜘௡,𝜘௡,𝜘, 𝝉ሻ → 0  as  𝑛 → ൅∞, 

and 

𝑁 ቀ𝜘௡ା௣,𝜘௡ା௣,𝜘,
𝝈

𝝁
െ 2𝝉ቁ → 1  and  𝛩 ቀ𝜘௡ା௣,𝜘௡ା௣,𝜘,

𝝈

𝝁
െ 2𝝉ቁ → 0  as  𝑛 → ൅∞,  for all 

𝝈

𝝁
െ 2𝝉 ൐ 0. 

𝑁൫𝜘௡,𝜘௡,𝜘௡ା௣,𝝈൯ ൒  𝑁ሺ𝜘௡,𝜘௡,𝜘, 𝝉ሻ ∗ 𝑁ሺ𝜘௡,𝜘௡,𝜘, 𝝉ሻ ∗ 𝑁 ൬𝜘௡ା௣,𝜘௡ା௣,𝜘,
𝝈
𝝁
െ 2𝝉൰ 

→ 1 ∗ 1 ∗ 1 ൌ 1  as  𝑛 → ൅∞, 

and 

𝛩൫𝜘௡,𝜘௡,𝜘௡ା௣,𝝈൯ ൑  𝛩ሺ𝜘௡,𝜘௡,𝜘, 𝝉ሻ ⋄ 𝛩ሺ𝜘௡,𝜘௡,𝜘, 𝝉ሻ ⋄ 𝛩 ൬𝜘௡ା௣,𝜘௡ା௣,𝜘,
𝝈
𝝁
െ 2𝝉൰ 

→ 0 ⋄ 0 ⋄ 0 ൌ 0  as  𝑛 → ൅∞. 

Hence,  ሼ𝜘௡ሽ  is a Cauchy sequence.      □ 

Definition 17. Let  ሺ𝜩,𝑁,𝛩,∗,⋄,𝝁ሻ  and  ሺ𝜩ᇱ,𝑁ᇱ,𝛩ᇱ,∗ᇱ,⋄ᇱ,𝝁ᇱሻ  are  symmetric  IFNbMSs. Then  a 

function  𝑓.𝜩 → 𝜩ᇱ  is said to be continuous at a point  𝜘 ∈ 𝜩  if and only if it is sequentially con‐

tinuous at  𝜘,  that is whenever  ሼ𝜘௡ሽ  is convergent to  𝜘  we have  ሼ𝑓𝜘௡ሽ  converge to  𝑓ሺ𝜘ሻ. 

Proposition 1. Let  ሺ𝜩,𝑁,𝛩,∗,⋄,𝝁ሻ  be symmetric IFNbMSs and  𝑓  be a fuzzy q‐contraction. If 

any fixed point  𝜘  of  𝑓  satisfies 

𝑁ሺ𝜘,𝜘,𝜘,𝝈ሻ ൐ 0, 

𝛩ሺ𝜘,𝜘,𝜘,𝝈ሻ ൏ 1, 
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then 

𝑁ሺ𝜘,𝜘,𝜘,𝝈ሻ ൌ 1, 

𝛩ሺ𝜘,𝜘,𝜘,𝝈ሻ ൌ 0. 

Proof. Let  𝜘 ∈ 𝜩  be a fixed point of  𝑓,  as  𝑓  is a fuzzy q-contraction, so 

𝑁ሺ𝜘,𝜘,𝜘,𝝈ሻ ൌ 𝑁ሺ𝑓ሺ𝜘ሻ, 𝑓ሺ𝜘ሻ, 𝑓ሺ𝜘ሻ,𝝈ሻ 

൒ 𝑁 ൬𝜘,𝜘,𝜘,
𝝈
𝑞
൰ ൒ 𝑁 ൬𝜘,𝜘,𝜘,

𝝈
𝑞ଶ
൰ 

൒ ⋯ ൒ 𝑁 ൬𝜘,𝜘,𝜘,
𝝈
𝑞௡
൰ → 1 

as  𝑛 → ൅∞  and so 

𝑁ሺ𝜘,𝜘,𝜘,𝝈ሻ ൌ 1. 

Similarly, 

𝛩ሺ𝜘,𝜘,𝜘,𝝈ሻ ൌ 𝛩ሺ𝑓ሺ𝜘ሻ, 𝑓ሺ𝜘ሻ, 𝑓ሺ𝜘ሻ,𝝈ሻ 

൑ 𝛩 ൬𝜘,𝜘,𝜘,
𝝈
𝑞
൰ ൑ 𝛩 ൬𝜘,𝜘,𝜘,

𝝈
𝑞ଶ
൰ 

൑ ⋯ ൑ 𝛩 ൬𝜘,𝜘,𝜘,
𝝈
𝑞௡
൰ → 0 

as  𝑛 → ൅∞  and so 

𝛩ሺ𝜘,𝜘,𝜘,𝝈ሻ ൌ 0. 

□ 

Lemma 3. Let  ሺ𝜩,𝑁,𝛩,∗,⋄,𝝁ሻ  be symmetric IFNbMSs. Let  ሼ𝜘௡ሽ  and  ሼ𝜛௡ሽ  be two sequences in 

𝜩   and  suppose  𝜘௡ → 𝜘,𝜛௡ → 𝜛,   as  𝑛 → ൅∞ ,  𝑁ሺ𝜘,𝜘,𝜛,𝝈௡ሻ →

𝑁ሺ𝜘,𝜘,𝜛,𝝈ሻ and 𝛩ሺ𝜘,𝜘,𝜛,𝝈௡ሻ → 𝛩ሺ𝜘,𝜘,𝜛,𝝈ሻ   as  𝑛 → ൅∞.   Then  𝑁ሺ𝜘௡,𝜘௡,𝜛௡,𝝈௡ሻ →

𝑁ሺ𝜘,𝜘,𝜘,𝝈ሻ  and  𝛩ሺ𝜘௡,𝜘௡,𝜛௡,𝝈௡ሻ → 𝛩ሺ𝜘,𝜘,𝜘,𝝈ሻ  as  𝑛 → ൅∞. 

Proof. Since  lim
௡→ାஶ

𝜘௡,  lim
௡→ାஶ

𝜘௡ ൌ 𝜘, lim
௡→ାஶ

𝜛௡ ൌ 𝜛,  lim
௡→ାஶ

𝑁ሺ𝜘,𝜘,𝜛,𝝈௡ሻ ൌ 𝑁ሺ𝜘,𝜘,𝜛,𝝈ሻ  and 

lim
௡→ାஶ

𝛩ሺ𝜘,𝜘,𝜛,𝝈௡ሻ ൌ 𝛩ሺ𝜘,𝜘,𝜛,𝝈ሻ   there  is  𝑛଴ ∈ ℕ   such  that  |𝝈 െ 𝝈௡| ൏ 𝛿   for  𝑛 ൒ 𝑛଴ 

and  𝛿 ൏
𝝈

ଶ
. We know  𝑁ሺ𝜘,𝜘,𝜛,𝝈ሻ  is non-decreasing and  𝛩ሺ𝜘,𝜘,𝜛,𝝈ሻ  is non-increasing 

with respect to  𝝈,  so we have 

𝑁ሺ𝜘௡,𝜘௡,𝜛௡,𝝈௡ሻ ൒ 𝑁ሺ𝜘௡,𝜘௡,𝜛௡,𝝈 െ 𝛿ሻ 

൒ 𝑁൬𝜘௡,𝜘௡,𝜘,
𝛿

3𝝁
൰ ∗  𝑁 ൬𝜘௡,𝜘௡,𝜘,

𝛿
3𝝁
൰ ∗  𝑁൬𝜛௡,𝜛௡,𝜘,

𝝈
𝝁
െ

5𝛿
3𝝁
൰  

൒ 𝑁 ൬𝜘௡,𝜘௡,𝜘,
𝛿

3𝝁
൰ ∗  𝑁 ൬𝜘௡,𝜘௡,𝜘,

𝛿
3𝝁
൰ ∗  𝑁 ൬𝜛௡,𝜛௡,𝜛,

𝛿
6𝝁ଶ

൰ 

∗  𝑁൬𝜛௡,𝜛௡,𝜛,
𝛿

6𝝁ଶ
൰ ∗  𝑁൬𝜛,𝜛,𝜘,

𝝈
𝝁ଶ

𝛿
6𝝁ଶ

൰, 
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and 

𝑁ሺ𝜘,𝜘,𝜛,𝝈 ൅ 2𝛿ሻ ൒ 𝑁ሺ𝜘,𝜘,𝜛,𝝈௡ ൅ 2𝛿ሻ 

൒ 𝑁 ൬𝜘,𝜘,𝜘௡,
𝛿

3𝝁
൰ ∗  𝑁൬𝜘,𝜘,𝜘௡,

𝛿
3𝝁
൰ ∗  𝑁൬𝜛,𝜛,𝜘௡,

𝝈௡
𝝁
൅

𝛿
3𝝁
൰  

൒ 𝑁 ൬𝜘,𝜘,𝜘௡,
𝛿

3𝝁
൰ ∗  𝑁 ൬𝜘,𝜘,𝜘௡,

𝛿
3𝝁
൰ ∗  𝑁൬𝜛,𝜛,𝜘௡,

𝛿
6𝝁ଶ

൰  

∗  𝑁൬𝜛,𝜛,𝜛௡,
𝛿

6𝝁ଶ
൰ ∗ 𝑁 ൬𝜘௡,𝜘௡,ѡ௡,

𝝈௡
𝝁ଶ
൰. 

Similarly, 

𝛩ሺ𝜘௡,𝜘௡,𝜛௡,𝝈௡ሻ ൑ 𝛩ሺ𝜘௡,𝜘௡,𝜛௡,𝝈 െ 𝛿ሻ 

൑ 𝛩 ൬𝜘௡,𝜘௡,𝜘,
𝛿

3𝝁
൰ ⋄  𝛩 ൬𝜘௡,𝜘௡,𝜘,

𝛿
3𝝁
൰ ⋄  𝛩 ൬𝜛௡,𝜛௡,𝜘,

𝝈
𝝁
െ

5𝛿
3𝝁
൰  

൑ 𝛩 ൬𝜘௡,𝜘௡,𝜘,
𝛿

3𝝁
൰ ⋄  𝛩 ൬𝜘௡,𝜘௡,𝜘,

𝛿
3𝝁
൰ ⋄ 𝛩 ൬𝜛௡,𝜛௡,𝜛,

𝛿
6𝝁ଶ

൰ 

⋄ 𝛩 ൬𝜛௡,𝜛௡,𝜛,
𝛿

6𝝁ଶ
൰ ⋄ 𝛩 ൬𝜛,𝜛,𝜘,

𝝈
𝝁ଶ

𝛿
6𝝁ଶ

൰, 

and 

𝛩ሺ𝜘,𝜘,𝜛,𝝈 ൅ 2𝛿ሻ ൑ 𝛩ሺ𝜘,𝜘,𝜛,𝝈௡ ൅ 2𝛿ሻ 

൑ 𝛩 ൬𝜘,𝜘,𝜘௡,
𝛿

3𝝁
൰ ⋄ 𝛩 ൬𝜘,𝜘,𝜘௡,

𝛿
3𝝁
൰ ⋄ 𝛩 ൬𝜛,𝜛,𝜘௡,

𝝈௡
𝝁
൅

𝛿
3𝝁
൰  

൑ 𝛩 ൬𝜘,𝜘,𝜘௡,
𝛿

3𝝁
൰ ⋄ 𝛩 ൬𝜘,𝜘,𝜘௡,

𝛿
3𝝁
൰ ⋄ 𝛩 ൬𝜛,𝜛,𝜘௡,

𝛿
6𝝁ଶ

൰  

⋄ 𝛩 ൬𝜛,𝜛,𝜛௡,
𝛿

6𝝁ଶ
൰ ⋄ 𝛩 ൬𝜘௡,𝜘௡,ѡ௡,

𝝈௡
𝝁ଶ
൰. 

In the view of definition of 12 and combining the arbitrariness of  𝛿  and the continu-
ity for  𝑁ሺ𝜘,𝜘,𝜛, . ሻ  and  𝛩ሺ𝜘,𝜘,𝜛, . ሻ  with respect to  𝝈.  For large enough  𝑛,  we have 

𝑁ሺ𝜘,𝜘,𝜛,𝝈ሻ ൒ 𝑁ሺ𝜘௡,𝜘௡,𝜛௡,𝝈௡ሻ ൒ 𝑁ሺ𝜛,𝜛,𝜘,𝝈ሻ 

𝑁ሺ𝜘,𝜘,𝜛,𝝈ሻ ൒ 𝑁ሺ𝜘௡,𝜘௡,ѡ௡,𝝈௡ሻ, 

by Definition 7 

൒ 𝑁ሺ𝜘,𝜘,𝜛,𝝈ሻ, 

Consequently, 

lim
௡→ାஶ

𝑁ሺ𝜘௡,𝜘௡,𝜛௡,𝝈௡ሻ ൌ 𝑁ሺ𝜘,𝜘,𝜛,𝝈ሻ. 

and 

𝛩ሺ𝜘,𝜘,𝜛,𝝈ሻ ൑ 𝛩ሺ𝜘௡,𝜘௡,𝜛௡,𝝈௡ሻ ൑ 𝛩ሺ𝜛,𝜛,𝜘,𝝈ሻ 

𝛩ሺ𝜘,𝜘,𝜛,𝝈ሻ ൑ 𝛩ሺ𝜘௡,𝜘௡,ѡ௡,𝝈௡ሻ, 
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by Definition 7 

൑ 𝛩ሺ𝜘,𝜘,𝜛,𝝈ሻ. 

Consequently, 

lim
௡→ାஶ

𝛩ሺ𝜘௡,𝜘௡,𝜛௡,𝝈௡ሻ ൌ 𝛩ሺ𝜘,𝜘,𝜛,𝝈ሻ. 

□ 

Lemma  4.  Let  ሺ𝜩,𝑁,𝛩,∗,⋄,𝝁ሻ   be  symmetric  IFNbMSs.  If  there  exists  𝑞 ∈ ሺ0,1ሻ   such  that 

𝑁ሺ𝜘,𝜘,𝜛,𝝈ሻ ൒ 𝑁 ቀ𝜘,𝜘,𝜛,
𝝈

௤
ቁ  and  𝛩ሺ𝜘,𝜘,𝜛,𝝈ሻ ൑ 𝛩 ቀ𝜘,𝜘,𝜛,

𝝈

௤
ቁ  for all  𝜘,𝜛 ∈ 𝜩,𝝈 ൐ 0  and 

lim
𝝈→ାஶ

𝑁ሺ𝜘,𝜛,ѡ,𝝈ሻ ൌ 1, 

lim
𝝈→ାஶ

𝛩ሺ𝜘,𝜛,ѡ,𝝈ሻ ൌ 0. 

Then  𝜘 ൌ 𝜛. 

Proof.  Suppose  that  there  exists  𝑞 ∈ ሺ0,1ሻ   such  that  𝑁ሺ𝜘,𝜘,𝜛,𝝈ሻ ൒ 𝑁 ቀ𝜘,𝜘,𝜛,
𝝈

௤
ቁ   and 

𝛩ሺ𝜘,𝜘,𝜛,𝝈ሻ ൑ 𝛩 ቀ𝜘,𝜘,𝜛,
𝝈

௤
ቁ  for all  𝜘,𝜛 ∈ 𝜩  and  𝝈 ൐ 0.  Then, 

𝑁ሺ𝜘,𝜘,𝜛,𝝈ሻ ൒ 𝑁 ൬𝜘,𝜘,𝜛,
𝝈
𝑞
൰ ൒ 𝑁 ൬𝜘,𝜘,𝜛,

𝝈
𝑞ଶ
൰, 

and so 

𝑁ሺ𝜘,𝜘,𝜛,𝜎ሻ ൒ 𝑁 ൬𝜘,𝜘,𝜛,
𝝈
𝑞௡
൰, 

For positive integer  𝑛.  Taking limit as  𝑛 → ൅∞,  𝑁ሺ𝜘,𝜘,𝜛,𝝈ሻ ൒ 1, 

𝛩ሺ𝜘,𝜘,𝜛,𝝈ሻ ൑ 𝛩 ൬𝜘,𝜘,𝜛,
𝝈
𝑞
൰ ൑ ൬𝜘,𝜘,𝜛,

𝝈
𝑞ଶ
൰, 

and so 

𝛩ሺ𝜘,𝜘,𝜛,𝝈ሻ ൑ 𝛩 ൬𝜘,𝜘,𝜛,
𝝈
𝑞௡
൰, 

For positive integer  𝑛.  Taking limit as  𝑛 → ൅∞,  𝛩ሺ𝜘,𝜘,𝜛,𝝈ሻ ൌ 0  and hence  𝜘 ൌ 𝜛. 
□ 

5. Application in Fixed Point Theory 

Now, we present a Banach contraction principle as an application via intuitionistic 

fuzzy  𝑞-contraction in symmetric IFNbMSs. 

Theorem 1. Suppose  ሺ𝜩,𝑁,𝛩,∗,⋄,𝜇ሻ  is a symmetric complete IFNbMSs with 

𝑙𝑖𝑚
𝝈→ାஶ

𝑁ሺ𝜘,𝜛,ѡ,𝝈ሻ ൌ 1, 𝑙𝑖𝑚
𝝈→ାஶ

𝛩ሺ𝜘,𝜛,ѡ,𝝈ሻ ൌ 0.       (3)

and  𝑓  be an intuitionistic fuzzy  𝑞 െcontraction. Then  𝑓  has a unique fixed point. 
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Proof.  Let  𝜘଴ ∈ 𝜩   and  generate  a  sequence  ሼ𝜘௡ሽ   by  the  iterative  process  𝜘௡ ൌ
𝑓௡ሺ𝜘଴ሻ,𝑛 ∈ ℕ.  Since  𝑛,𝝈 ൐ 0. We have 

𝑁ሺ𝜘௡,𝜘௡,𝜘௡ାଵ, 𝑞𝝈ሻ ൌ 𝑁ሺ𝑓𝜘௡ିଵ, 𝑓𝜘௡ିଵ,𝑓𝜘௡, 𝑞𝝈ሻ 

൒ 𝑁ሺ𝜘௡ିଵ,𝜘௡ିଵ,𝜘௡,𝝈ሻ 

൒ 𝑁 ൬𝜘௡ିଶ,𝜘௡ିଶ,𝜘௡,
𝝈
𝑞
൰ 

⋮ 

൒ 𝑁 ൬𝜘଴,𝜘଴,𝜘ଵ,
𝝈

𝑞௡ିଵ
൰, 

and 

𝛩ሺ𝜘௡,𝜘௡,𝜘௡ାଵ, 𝑞𝝈ሻ ൌ 𝛩ሺ𝑓𝜘௡ିଵ,𝑓𝜘௡ିଵ, 𝑓𝜘௡,𝑞𝝈ሻ 

൑ 𝛩ሺ𝜘௡ିଵ,𝜘௡ିଵ,𝜘௡,𝝈ሻ 

൑ 𝛩 ൬𝜘௡ିଶ,𝜘௡ିଶ,𝜘௡,
𝝈
𝑞
൰ 

⋮ 

൑ 𝛩 ൬𝜘଴,𝜘଴,𝜘ଵ,
𝝈

𝑞௡ିଵ
൰. 

Hence, 

𝑁ሺ𝜘௡,𝜘௡,𝜘௡ାଵ,𝑞𝝈ሻ ൒  𝑁൬𝜘଴,𝜘଴,𝜘ଵ,
𝝈

𝑞௡ିଵ
൰ 

𝑁൫𝜘௡,𝜘௡,𝜘௡ା௣,𝝈൯ ൒  𝑁൬𝜘௡,𝜘௡,𝜘௡ାଵ,
𝝈

3𝝁
൰ ∗ 𝑁 ൬𝜘௡,𝜘௡,𝜘௡ାଵ,

𝝈
3𝝁
൰ ∗ 𝑁 ൬𝜘௡ା௣,𝜘௡ା௣,𝜘௡ାଵ,

𝝈
3𝝁
൰. 

By using Definition 6, we have 

ൌ  𝑁 ൬𝜘௡,𝜘௡,𝜘௡ାଵ,
𝝈

3𝝁
൰ ∗ 𝑁 ൬𝜘௡,𝜘௡,𝜘௡ାଵ,

𝝈
3𝝁
൰ ∗ 𝑁 ൬𝜘௡ାଵ,𝜘௡ାଵ,𝜘௡ା௣,

𝝈
3𝝁
൰ 

by symmetric property, we obtain 

൒  𝑁 ൬𝜘௡,𝜘௡,𝜘௡ାଵ,
𝝈

3𝝁
൰ ∗ 𝑁 ൬𝜘௡,𝜘௡,𝜘௡ାଵ,

𝝈
3𝝁
൰ ∗ 𝑁 ൬𝜘௡ାଵ,𝜘௡ାଵ,𝜘௡ାଶ,

𝝈
ሺ3𝝁ሻଶ

൰ 

∗ 𝑁 ൬𝜘௡ାଵ,𝜘௡ାଵ,𝜘௡ାଶ,
𝝈

ሺ3𝝁ሻଶ
൰ ∗ 𝑁 ൬𝜘௡ା௣,𝜘௡ା௣,𝜘௡ାଶ,

𝝈
ሺ3𝝁ሻଶ

൰, 

ൌ 𝑁 ൬𝜘௡,𝜘௡,𝜘௡ାଵ,
𝝈

3𝝁
൰ ∗ 𝑁 ൬𝜘௡,𝜘௡,𝜘௡ାଵ,

𝝈
3𝝁
൰ ∗ 𝑁 ൬𝜘௡ାଵ,𝜘௡ାଵ,𝜘௡ାଶ,

𝝈
ሺ3𝝁ሻଶ

൰ 

∗ 𝑁 ൬𝜘௡ାଵ,𝜘௡ାଵ,𝜘௡ାଶ,
𝝈

ሺ3𝝁ሻଶ
൰ ∗ 𝑁 ൬𝜘௡ାଶ,𝜘௡ାଶ,𝜘௡ା௣,

𝝈
ሺ3𝝁ሻଶ

൰, 

൒ 𝑁 ൬𝜘଴,𝜘଴,𝜘ଵ,
𝝈

𝑞௡ሺ3𝝁ሻ
൰ ∗ 𝑁 ൬𝜘଴,𝜘଴,𝜘ଵ,

𝝈
𝑞௡ሺ3𝝁ሻ

൰ ∗ 𝑁 ൬𝜘଴,𝜘଴,𝜘ଵ,
𝝈

𝑞௡ାଵሺ3𝝁ሻଶ
൰ 

∗ 𝑁 ൬𝜘଴,𝜘଴,𝜘ଵ,
𝝈

𝑞௡ାଵሺ3𝝁ሻଶ
൰. 

By Equation (3), intuitionistic fuzzy  𝑞-contraction (i.e.,  𝑞 ൏ 1) and taking  𝑛 → ൅∞, 
we obtain 

lim
௡→ାஶ

𝑁ሺ𝜘௡,𝜘௡,𝜘௡ାଵ,𝝈ሻ ൌ 1 ∗ 1 ∗  ⋯∗ 1 ൌ 1. 

Similarly, 
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𝛩ሺ𝜘௡,𝜘௡,𝜘௡ାଵ, 𝑞𝝈ሻ ൑ 𝛩 ൬𝜘଴,𝜘଴,𝜘ଵ,
𝝈

𝑞௡ିଵ
൰ 

𝛩൫𝜘௡,𝜘௡,𝜘௡ା௣,𝝈൯ ൑ 𝛩 ൬𝜘௡,𝜘௡,𝜘௡ାଵ,
𝝈

3𝝁
൰ ⋄ 𝛩 ൬𝜘௡,𝜘௡,𝜘௡ାଵ,

𝝈
3𝝁
൰ ⋄ 𝛩 ൬𝜘௡ା௣,𝜘௡ା௣,𝜘௡ାଵ,

𝝈
3𝝁
൰. 

By using Definition 6, we get 

ൌ  𝛩 ൬𝜘௡,𝜘௡,𝜘௡ାଵ,
𝝈

3𝝁
൰ ⋄ 𝛩 ൬𝜘௡,𝜘௡,𝜘௡ାଵ,

𝝈
3𝝁
൰ ⋄ 𝛩 ൬𝜘௡ାଵ,𝜘௡ାଵ,𝜘௡ା௣,

𝝈
3𝝁
൰, 

by symmetric property, we have 

൑ 𝛩 ൬𝜘௡,𝜘௡,𝜘௡ାଵ,
𝝈

3𝝁
൰ ⋄ 𝛩 ൬𝜘௡,𝜘௡,𝜘௡ାଵ,

𝝈
3𝝁
൰ ⋄ 𝛩 ൬𝜘௡ାଵ,𝜘௡ାଵ,𝜘௡ାଶ,

𝝈
ሺ3𝝁ሻଶ

൰ 

⋄ 𝛩 ൬𝜘௡ାଵ,𝜘௡ାଵ,𝜘௡ାଶ,
𝝈

ሺ3𝝁ሻଶ
൰ ⋄ 𝛩 ൬𝜘௡ା௣,𝜘௡ା௣,𝜘௡ାଶ,

𝝈
ሺ3𝝁ሻଶ

൰, 

ൌ 𝛩 ൬𝜘௡,𝜘௡,𝜘௡ାଵ,
𝝈

3𝝁
൰ ⋄ 𝛩 ൬𝜘௡,𝜘௡,𝜘௡ାଵ,

𝝈
3𝝁
൰ ⋄ 𝛩 ൬𝜘௡ାଵ,𝜘௡ାଵ,𝜘௡ାଶ,

𝝈
ሺ3𝝁ሻଶ

൰ 

⋄ 𝛩 ൬𝜘௡ାଵ,𝜘௡ାଵ,𝜘௡ାଶ,
𝝈

ሺ3𝝁ሻଶ
൰ ⋄ 𝛩 ൬𝜘௡ାଶ,𝜘௡ାଶ,𝜘௡ା௣,

𝝈
ሺ3𝝁ሻଶ

൰ 

൑ 𝛩 ൬𝜘଴,𝜘଴,𝜘ଵ,
𝝈

𝑞௡ሺ3𝝁ሻ
൰ ⋄ 𝛩 ൬𝜘଴,𝜘଴,𝜘ଵ,

𝝈
𝑞௡ሺ3𝝁ሻ

൰ ⋄ 𝛩 ൬𝜘଴,𝜘଴,𝜘ଵ,
𝝈

𝑞௡ାଵሺ3𝝁ሻଶ
൰ 

⋄ 𝛩 ൬𝜘଴,𝜘଴,𝜘ଵ,
𝝈

𝑞௡ାଵሺ3𝝁ሻଶ
൰. 

By Equation (3), intuitionistic fuzzy  𝑞-contraction (i.e.,  𝑞 ൏ 1) and taking  𝑛 → ൅∞, 
we obtain 

lim
௡→ାஶ

𝑁ሺ𝜘௡,𝜘௡,𝜘௡ାଵ,𝝈ሻ ൌ 0 ⋄ 0 ⋄  ⋯⋄ 0 ൌ 0. 

Hence,  ሼ𝜘௡ሽ  is Cauchy sequence. Therefore,  ሺ𝜩,𝑁,𝛩,∗,⋄,𝝁ሻ  is a symmetric complete 

IFNbMSs, there exist  𝜘 ∈ 𝜩,  we have 

lim
௡→ାஶ

𝜘௡ ൌ 𝜘. 

Now, we will show that  𝜘  is a fixed point of  𝑓. 

𝑁ሺ𝑓ሺ𝜘ሻ, 𝑓ሺ𝜘ሻ,𝜘,𝝈ሻ ൒ 𝑁 ൬𝑓ሺ𝜘ሻ,𝑓ሺ𝜘ሻ,𝜘௡,
𝝈

3𝝁
൰ ∗ 𝑁 ൬𝑓ሺ𝜘ሻ, 𝑓ሺ𝜘ሻ,𝜘௡,

𝝈
3𝝁
൰ 

∗ 𝑁 ൬𝜘,𝜘, 𝑓ሺ𝜘௡ሻ,
𝝈

3𝝁
൰ 

൒ 𝑁 ൬𝜘,𝜘,𝜘௡,
𝝈

3𝝁𝑞
൰ ∗ 𝑁 ൬𝜘,𝜘,𝜘௡,

𝝈
3𝝁𝑞

൰ ∗ 𝑁 ൬𝜘,𝜘,𝜘௡ାଵ,
𝝈

3𝝁
൰. 

Since  𝑓  is intuitionistic fuzzy  𝑞-contraction and  𝑓ሺ𝜘௡ሻ ൌ 𝜘௡ାଵ  as  𝑛 → ൅∞ 

→ 1 ∗ 1 ∗ 1 ൌ 1. 

On the other hand, we have 

𝛩ሺ𝑓ሺ𝜘ሻ, 𝑓ሺ𝜘ሻ,𝜘,𝝈ሻ ൑ 𝛩 ൬𝑓ሺ𝜘ሻ, 𝑓ሺ𝜘ሻ,𝜘௡,
𝝈

3𝝁
൰ ⋄ 𝛩 ൬𝑓ሺ𝜘ሻ, 𝑓ሺ𝜘ሻ,𝜘௡,

𝝈
3𝝁
൰ 

⋄ 𝛩 ൬𝜘,𝜘, 𝑓ሺ𝜘௡ሻ,
𝝈

3𝝁
൰ 

൑ 𝛩 ൬𝜘,𝜘,𝜘௡,
𝝈

3𝝁𝑞
൰ ⋄ 𝛩 ൬𝜘,𝜘,𝜘௡,

𝝈
3𝝁𝑞

൰ ⋄ 𝛩 ൬𝜘,𝜘,𝜘௡ାଵ,
𝝈

3𝝁
൰, 

Since  𝑓  is intuitionistic fuzzy  𝑞-contraction and  𝑓ሺ𝜘௡ሻ ൌ 𝜘௡ାଵ  as  𝑛 → ൅∞ 



Fractal Fract. 2023, 7, 529  17  of  24 
 

 

→ 0 ⋄ 0 ⋄ 0 ൌ 0. 

That is  𝑓ሺ𝜘ሻ ൌ 𝜘,  hence,  𝜘  is a fixed point of  𝑓.  Now, we examine the uniqueness, 

suppose  𝑓ሺ𝜛ሻ ൌ 𝜛  for some  𝜛 ∈ 𝜩,  then 

𝑁ሺ𝜛,𝜛,𝜘,𝝈ሻ ൌ 𝑁ሺ𝑓ሺ𝜛ሻ, 𝑓ሺ𝜛ሻ, 𝑓ሺ𝜘ሻ,𝝈ሻ 

൒ 𝑁 ൬𝜛,𝜛,𝜘,
𝝈
𝑞
൰, 

ൌ 𝑁 ൬𝑓ሺ𝜛ሻ, 𝑓ሺ𝜛ሻ, 𝑓ሺ𝜘ሻ,
𝝈
𝑞
൰ ൒ 𝑁 ൬𝜛,𝜛,𝜘,

𝝈
𝑞ଶ
൰ ൒ ⋯ ൒ 𝑁 ൬𝜛,𝜛,𝜘,

𝝈
𝑞௡
൰ → 1, 

as  𝑛 → ൅∞.  On the other hand, we have 

𝛩ሺ𝜛,𝜛,𝜘,𝝈ሻ ൌ 𝛩ሺ𝑓ሺ𝜛ሻ, 𝑓ሺ𝜛ሻ, 𝑓ሺ𝜘ሻ,𝝈ሻ 

൑ 𝛩 ൬𝜛,𝜛,𝜘,
𝝈
𝑞
൰, 

ൌ 𝛩 ൬𝑓ሺ𝜛ሻ, 𝑓ሺ𝜛ሻ, 𝑓ሺ𝜘ሻ,
𝝈
𝑞
൰ ൑ 𝛩 ൬𝜛,𝜛,𝜘,

𝝈
𝑞ଶ
൰ ൑ ⋯ ൑ 𝛩 ൬𝜛,𝜛,𝜘,

𝝈
𝑞௡
൰ → 0, 

as  𝑛 → ൅∞.  That is  𝜘 ൌ 𝜛.    □ 

Example  7.  Suppose  𝜩 ൌ ሾ0,1ሿ   and  ሺ𝜩,𝑁,𝛩,∗,⋄,𝝁ሻ   is  symmetric  complete  IFNbMS  where 

𝑁,𝛩  are defined by 

𝑁ሺ𝜘,𝜛,ѡ,𝝈ሻ ൌ 𝑒ି
ሾ|తିѡ|ା|ధିѡ|ሿమ

𝝈 , 

𝛩ሺ𝜘,𝜛,ѡ,𝝈ሻ ൌ 1 െ 𝑒ି
ሾ|తିѡ|ା|ధିѡ|ሿమ

𝝈     for all 𝜘,𝜛,ѡ ∈ 𝜩,𝝈 ൐ 0. 

Proof. Let  𝑓ሺ𝜘ሻ ൌ 𝜆𝜘, 𝜆 ൏ √ଶ

ଶ
,𝜘 ∈ 𝜩,𝝈 ൐ 0.  Then, for 

ଵ

ଶ
൐ 𝑞 

𝑁ሺ𝑓ሺ𝜘ሻ, 𝑓ሺ𝜘ሻ, 𝑓ሺ𝜛ሻ,𝝈ሻ ൌ 𝑒ି
ሾ|௙ሺతሻି௙ሺధሻ| ା |௙ሺతሻି௙ሺధሻ|ሿమ

𝝈 , 

ൌ 𝑒ି
ሾଶ|௙ሺతሻି௙ሺధሻ|ሿమ

𝝈 ൌ  𝑒ି
ሾଶ|ఒతିఒధ|ሿమ

𝝈 ൌ 𝑒ି
ସఒమ|తିధ|మ

𝝈  

ൌ 𝑒
ି
ሾ|తିధ|ା|తିధ|ሿమ

𝝈
ఒమ ൌ 𝑒

ି
ሾ|తିధ|ା|తିధ|ሿమ

𝝈
௤ ൌ 𝑁 ൬𝜘,𝜘,𝜛,

𝝈
𝑞
൰, 

where,  𝜆ଶ ൌ 𝑞.  On the other hand 

𝛩ሺ𝑓ሺ𝜘ሻ, 𝑓ሺ𝜘ሻ, 𝑓ሺ𝜛ሻ,𝝈ሻ ൌ 1 െ 𝑒ି
ሾ|௙ሺతሻି௙ሺధሻ| ା |௙ሺతሻି௙ሺధሻ|ሿమ

𝝈 , 

ൌ 1 െ 𝑒ି
ሾଶ|௙ሺతሻି௙ሺధሻ|ሿమ

𝝈 ൌ 1 െ  𝑒ି
ሾଶ|ఒతିఒధ|ሿమ

𝝈 ൌ 1 െ 𝑒ି
ସఒమ|తିధ|మ

𝝈  

ൌ 1 െ 𝑒
ି
ሾ|తିధ|ା|తିధ|ሿమ

𝝈
ఒమ ൌ 1 െ 𝑒

ି
ሾ|తିధ|ା|తିధ|ሿమ

𝝈
௤ ൌ 𝛩 ൬𝜘,𝜘,𝜛,

𝝈
𝑞
൰, 

where,  𝜆ଶ ൌ 𝑞.  That is, Theorem 1 hold and 0 is a unique fixed point of  𝑓  in  𝜩. 
Let  𝜃. ሺ0,൅∞ሻ → ሺ0,൅∞ሻ  as 

𝜃ሺ𝝈ሻ ൌ න 𝜙ሺ𝝈ሻ𝑑𝝈,
𝝈

଴
   for all 𝝈 ൐ 0, 

be a non-decreasing and continuous  function. Furthermore,  for every  𝜅 ൐ 0,  𝜙ሺ𝜅ሻ ൐ 0. 
This implies  𝜙ሺ𝝈ሻ ൌ 0 if and only if 𝝈 ൌ 0.      □ 
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Theorem 2. Suppose  ሺ𝜩,𝑁,𝛩,∗,⋄,𝝁ሻ  is a complete symmetric IFNbMSs and  𝑓.𝜩 → 𝜩  is a map‐

ping verifying 

න 𝜙ሺ𝝈ሻ𝑑𝝈
ேሺ௙ሺతሻ,௙ሺతሻ,௙ሺధሻ,௤𝝈ሻ

଴
൒ න 𝜙ሺ𝝈ሻ𝑑𝝈,

ேሺత,త,ధ,𝝈ሻ

଴
 

න 𝜙ሺ𝝈ሻ𝑑𝝈
௵ሺ௙ሺతሻ,௙ሺతሻ,௙ሺధሻ,௤𝝈ሻ

଴
൑ න 𝜙ሺ𝝈ሻ𝑑𝝈

௵ሺత,త,ధ,𝝈ሻ

଴
, 

for all  𝜘,𝜛 ∈ 𝜩,𝜙 ∈ 𝜃  and  𝑞 ∈ ሺ0,1ሻ.  Then there exists a unique fixed point of  𝑓. 

Proof. Letting  𝜙ሺ1ሻ ൌ 1  and by utilizing Theorem 1, it is immediate.    □ 

6. Application to Integral Equations 

The most significant and engaging activities in mathematics are those involving solv-

ing equations of any form. There are numerous methods for dealing with various types of 

equations. Seeking solutions to the issue at hand and determining whether they are sin-

gular or multiple. Since fixed-point  theory  is an  iterative process with a wide range of 

contexts, it is one of the key techniques that has achieved considerable success in the field 

of integral equations. 

Fixed-point theory is crucial in the investigation of whether there is a solution to a 

differential or integral problem. In this part, we demonstrate how Theorem 1 applies to a 

specific nonlinear integral problem. The solution to the question “The solution for a spe-

cific nonlinear integral Equation (6) exists or not?” is provided by the following theorem. 

Let  𝜩 ൌ 𝐶ሾ0, 𝐼ሿ  be the set of real valued continuous functions on a bounded interval 
ሾ0, 𝐼ሿ.   Then  ሺ𝜩,𝑁,𝛩,∗,⋄,𝝁ሻ   is  complete  symmetric  IFNbMSs  defined  by  𝑁,𝛩.𝜩ଷ ൈ
ሺ0,൅∞ሻ → ሾ0,1ሿ  by 

𝑁ሺ𝜘,𝜛,ѡ,𝝈ሻ ൌ 𝑒ି
ୱ୳୮
𝝉∈ሾబ,಺ሿ

ሾ|తሺ𝝉ሻିѡሺ𝝉ሻ|ା|ధሺ𝝉ሻାѡሺ𝝉ሻ|ሿమ

𝝈 ,           
(4)

𝛩ሺ𝜘,𝜛,ѡ,𝝈ሻ ൌ 1 െ 𝑒ି
ୱ୳୮
𝝉∈ሾబ,಺ሿ

ሾ|తሺ𝝉ሻିѡሺ𝝉ሻ|ା|ధሺ𝝉ሻାѡሺ𝝉ሻ|ሿమ

𝝈 ,     
(5)

for  𝝈 ൐ 0  and for all  𝜘,𝜛,ѡ ∈ 𝜩  and let 

𝜘ሺ𝝈ሻ ൌ 𝑔ሺ𝝈ሻ ൅ න 𝐴ሺ𝝈, 𝝉ሻ𝐻൫𝝈, 𝝉,𝜘ሺ𝝉ሻ൯𝑑𝝉,
ூ

଴
       (6)

where  𝐼 ൐ 0  and  𝑔. ሾ0, 𝐼ሿ → 𝑅  and  𝐻. ሾ0,1ሿଶ ൈ 𝑅 → 𝑅  are continuous functions. 

Theorem 3. Suppose  ሺ𝜩,𝑁,𝛩,∗,⋄,𝝁ሻ  is a symmetric complete IFNbMSs provided in Equations 

(4) and (5). Define the integral operator  𝑓.𝜩 → 𝜩  by 

𝑓൫𝜘ሺ𝝈ሻ൯ ൌ 𝑔ሺ𝝈ሻ ൅ න 𝐴ሺ𝝈, 𝝉ሻ𝐻൫𝝈, 𝝉,𝜘ሺ𝝉ሻ൯𝑑𝝉,
ூ

଴
      (7)

for all  𝜘 ∈ 𝜩  and  𝝈, 𝝉 ∈ ሾ0, 𝐼ሿ.  Suppose that the following conditions are satisfied. 

(a) For all  𝝈, 𝝉 ∈ ሾ0, 𝐼ሿ  and 𝜘,𝜛 ∈ 𝜩 

ห𝐻൫𝝈, 𝝉,𝜘ሺ𝝉ሻ൯ െ 𝐻൫𝝈, 𝝉,𝜛ሺ𝝉ሻ൯ห ൑ |𝜘ሺ𝝉ሻ െ 𝜛ሺ𝝉ሻ|.    (8)

(b) For all  𝝈, 𝝉 ∈ ሾ0, 𝐼ሿ, 
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sup
𝝉∈ሾ଴,ூሿ

ቤන ሺ𝐴ሺ𝝈, 𝝉ሻଶሻ𝑑𝝉
ூ

଴
ቤ ൑ 𝑞 ൏ 1.     

(9)

Then  𝜘∗ ∈ 𝜩  is a unique solution for Equation (6). 

Proof. For each  𝜘,𝜛 ∈ 𝜩,  we get 

𝑁ሺ𝑓ሺ𝜘ሻ, 𝑓ሺ𝜘ሻ, 𝑓ሺ𝜛ሻ, 𝑞𝝈ሻ ൌ 𝑒
ି
ୱ୳୮
𝝉∈ሾబ,಺ሿ

ൣห௙൫తሺ𝝈ሻ൯ି௙൫ధሺ𝝈ሻ൯หାห௙൫తሺ𝝈ሻ൯ି௙൫ధሺ𝝈ሻ൯ห൧
మ

௤𝝈 ,
 

ൌ 𝑒
ି
ୱ୳୮
𝝉∈ሾబ,಺ሿ

ൣଶห௙൫తሺ𝝈ሻ൯ି௙൫ధሺ𝝈ሻ൯ห൧
మ

௤𝝈 ,
ൌ 𝑒

ି
ୱ୳୮
𝝉∈ሾబ,಺ሿ

ସቚ׬ ቀ஺ሺ𝝈,𝝉ሻு൫𝝈,𝝉,తሺ𝝉ሻ൯ି஺ሺ𝝈,𝝉ሻு൫𝝈,𝝉,తሺ𝝉ሻ൯ቁ
಺
బ ௗ𝝉ቚ

మ

௤𝝈 , 

൒ 𝑒
ି
ୱ୳୮
𝝉∈ሾబ,಺ሿ

ସቚ׬ ൫஺ሺ𝝉,𝝈ሻ൯
మ಺

బ ௗ𝝉ቚ ׬ หൣு൫𝝈,𝝉,తሺ𝝉ሻ൯ିு൫𝝈,𝝉,ధሺ𝝉ሻ൯൧ௗ𝝉ห
మ಺

బ

௤𝝈 ൒ 𝑒
ି
ସ௤ ׬ ห൫తሺ𝝉ሻିధሺ𝝉ሻ൯ௗ𝝉ห

మ಺
బ

௤𝝈  

൒ 𝑒ି
ୱ୳୮
𝝉∈ሾబ,಺ሿ

ସ|తሺ𝝉ሻିధሺ𝝉ሻ|మ

𝝈 ൌ 𝑒ି
ୱ୳୮
𝝉∈ሾబ,಺ሿ

ሾ|తሺ𝝉ሻିధሺ𝝉ሻ|ା|తሺ𝝉ሻିధሺ𝝉ሻ|ሿమ

𝝈 ൌ 𝑁ሺ𝜘,𝜘,𝜛,𝝈ሻ. 

Similarly, 

𝛩ሺ𝑓ሺ𝜘ሻ, 𝑓ሺ𝜘ሻ, 𝑓ሺ𝜛ሻ, 𝑞𝝈ሻ ൌ 1 െ 𝑒
ି
ୱ୳୮
𝝉∈ሾబ,಺ሿ

ൣห௙൫తሺ𝝈ሻ൯ି௙൫ధሺ𝝈ሻ൯หାห௙൫తሺ𝝈ሻ൯ି௙൫ధሺ𝝈ሻ൯ห൧
మ

௤𝝈 ,
 

ൌ 1 െ 𝑒
ି
ୱ୳୮
𝝉∈ሾబ,಺ሿ

ൣଶห௙൫తሺ𝝈ሻ൯ି௙൫ధሺ𝝈ሻ൯ห൧
మ

௤𝝈 ,
ൌ 1 െ 𝑒

ି
ୱ୳୮
𝝉∈ሾబ,಺ሿ

ସቚ׬ ቀ஺ሺ𝝈,𝝉ሻு൫𝝈,𝝉,తሺ𝝉ሻ൯ି஺ሺ𝝈,𝝉ሻு൫𝝈,𝝉,తሺ𝝉ሻ൯ቁ
಺
బ ௗ𝝉ቚ

మ

௤𝝈 , 

൑ 1 െ 𝑒
ି
ୱ୳୮
𝝉∈ሾబ,಺ሿ

ସቚ׬ ൫஺ሺ𝝉,𝝈ሻ൯
మ಺

బ ௗ𝝉ቚ ׬ หൣு൫𝝈,𝝉,తሺ𝝉ሻ൯ିு൫𝝈,𝝉,ధሺ𝝉ሻ൯൧ௗ𝝉ห
మ಺

బ

௤𝝈 ൑ 1 െ 𝑒
ି
ସ௤ ׬ ห൫తሺ𝝉ሻିధሺ𝝉ሻ൯ௗ𝝉ห

మ಺
బ

௤𝝈  

൑ 1 െ 𝑒ି
ୱ୳୮
𝝉∈ሾబ,಺ሿ

ସ|తሺ𝝉ሻିధሺ𝝉ሻ|మ

𝝈 ൌ 1 െ 𝑒ି
ୱ୳୮
𝝉∈ሾబ,಺ሿ

ሾ|తሺ𝝉ሻିధሺ𝝉ሻ|ା|తሺ𝝉ሻିధሺ𝝉ሻ|ሿమ

𝝈 ൌ 𝛩ሺ𝜘,𝜘,𝜛,𝝈ሻ. 

Since all conditions of Theorem 1 are satisfied. Hence, the integral Equation (6) has a 

unique solution.      □ 

7. Application to Linear Equations 

Suppose  𝜩 ൌ ℝ௡  and define a complete symmetric IFNbMS on  𝜩ଷ ൈ ሺ0,൅∞ሻ  by 

𝑁ሺ𝜘,𝜛,ѡ,𝝈ሻ ൌ
𝝈

𝝈 ൅ ሾ∑ |𝜘௜ െ 𝜛௜| ൅௡
௜ୀଵ ∑ |𝜛௜ െ ѡ௜|௡

௜ୀଵ ሿଶ
,      (10)

𝛩ሺ𝜘,𝜛,ѡ,𝝈ሻ ൌ
ሾ∑ |𝜘௜ െ 𝜛௜| ൅

௡
௜ୀଵ ∑ |𝜛௜ െ ѡ௜|

௡
௜ୀଵ ሿଶ

𝝈 ൅ ሾ∑ |𝜘௜ െ 𝜛௜| ൅௡
௜ୀଵ ∑ |𝜛௜ െ ѡ௜|௡

௜ୀଵ ሿଶ
,        (11)

for all  𝜘,𝜛,ѡ ∈ ℝ௡  and  𝝁 ൌ 2, if 

൥max
ଵஸ௝ஸ௡

෍ห𝑐௜௝ห

௡

௜ୀଵ

൩

ଶ

൑ 𝑞 ൏ 1.       (12)

There is only one solution to the set of linear equations below. 

൞

𝑐ଵଵ𝜘ଵ ൅ 𝑐ଵଶ𝜘ଶ ൅⋯൅ 𝑐ଵ௡𝜘௡ ൌ 𝑑ଵ,
𝑐ଶଵ𝜘ଵ ൅ 𝑐ଶଶ𝜘ଶ ൅⋯൅ 𝑐ଶ௡𝜘௡ ൌ 𝑑ଶ,

⋮
𝑐௡ଵ𝜘ଵ ൅ 𝑐௡ଶ𝜘ଶ ൅⋯൅ 𝑐௡௡𝜘௡ ൌ 𝑑௡.

     (13)

Proof. Let  𝑓.𝜩 → 𝜩  be defined by  𝑓ሺ𝜘ሻ ൌ 𝑐𝜘 ൅ 𝑑  where  𝜘,𝑑 ∈ ℝ௡  and 
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𝑐 ൌ ቎

𝑐ଵଵ  𝑐ଵଶ  …  𝑐ଵ௡
𝑐ଶଵ  𝑐ଶଶ  …  𝑐ଶ௡
⋮                     ⋮
𝑐௡ଵ  𝑐௡ଶ  …  𝑐௡௡

቏. 

For  𝜘,𝜛 ∈ ℝ௡,  we get 

𝑁ሺ𝑓ሺ𝜘ሻ, 𝑓ሺ𝜘ሻ, 𝑓ሺ𝜛ሻ, 𝑞𝝈ሻ ൌ
𝑞𝝈

𝑞𝝈 ൅ 4ൣ∑ ห∑ 𝑐௜௝൫𝜘௝ െ 𝜛௝൯௡
௝ୀଵ ห௡

௜ୀଵ ൧
ଶ 

൒
𝑞𝝈

𝑞𝝈 ൅ 4ൣ∑ ∑ ห𝑐௜௝หห൫𝜘௝ െ 𝜛௝൯ห௡
௝ୀଵ

௡
௜ୀଵ ൧

ଶ ൌ
𝑞𝝈

𝑞𝝈 ൅ ൣ∑ 2ห𝜘௝ െ 𝜛௝ห∑ ห𝑐௜௝ห௡
௜ୀଵ

௡
௝ୀଵ ൧ ଶ

 

൒
𝑞𝝈

𝑞𝝈 ൅ ൤max
ଵஸ௝ஸ௡

∑ ห𝑐௜௝ห௡
௜ୀଵ ൨

ଶ

ൣ∑ 2ห𝜘௝ െ 𝜛௝ห௡
௝ୀଵ ൧

ଶ
. 

Using the Equation (12), we have 

൒
𝑞𝝈

𝑞𝝈 ൅ 𝑞ൣ∑ 2ห𝜘௝ െ 𝜛௝ห௡
௝ୀଵ ൧ ଶ

ൌ
𝝈

𝝈 ൅ ൣ∑ ห𝜘௝ െ 𝜛௝ห ൅ ห𝜘௝ െ 𝜛௝ห௡
௝ୀଵ ൧

ଶ ൌ 𝑁ሺ𝜘,𝜘,𝜛,𝝈ሻ. 

and 

𝛩ሺ𝑓ሺ𝜘ሻ, 𝑓ሺ𝜘ሻ, 𝑓ሺ𝜛ሻ,𝑞𝝈ሻ ൌ
4ൣ∑ ห∑ 𝑐௜௝൫𝜘௝ െ 𝜛௝൯

௡
௝ୀଵ ห௡

௜ୀଵ ൧
ଶ

𝑞𝝈 ൅ 4ൣ∑ ห∑ 𝑐௜௝൫𝜘௝ െ 𝜛௝൯௡
௝ୀଵ ห௡

௜ୀଵ ൧
ଶ 

൑
4ൣ∑ ∑ ห𝑐௜௝หห൫𝜘௝ െ 𝜛௝൯ห

௡
௝ୀଵ

௡
௜ୀଵ ൧

ଶ

𝑞𝝈 ൅ 4ൣ∑ ∑ ห𝑐௜௝หห൫𝜘௝ െ 𝜛௝൯ห௡
௝ୀଵ

௡
௜ୀଵ ൧

ଶ ൌ
ൣ∑ 2ห𝜘௝ െ 𝜛௝ห∑ ห𝑐௜௝ห

௡
௜ୀଵ

௡
௝ୀଵ ൧ ଶ

𝑞𝝈 ൅ ൣ∑ 2ห𝜘௝ െ 𝜛௝ห∑ ห𝑐௜௝ห௡
௜ୀଵ

௡
௝ୀଵ ൧ ଶ

 

൑
൤max
ଵஸ௝ஸ௡

∑ ห𝑐௜௝ห
௡
௜ୀଵ ൨

ଶ

ൣ∑ 2ห𝜘௝ െ 𝜛௝ห
௡
௝ୀଵ ൧

ଶ

𝑞𝝈 ൅ ൤max
ଵஸ௝ஸ௡

∑ ห𝑐௜௝ห௡
௜ୀଵ ൨

ଶ

ൣ∑ 2ห𝜘௝ െ 𝜛௝ห௡
௝ୀଵ ൧

ଶ
. 

Using the Equation (12) 

൑
𝑞ൣ∑ 2ห𝜘௝ െ 𝜛௝ห

௡
௝ୀଵ ൧ ଶ

𝑞𝝈 ൅ 𝑞ൣ∑ 2ห𝜘௝ െ 𝜛௝ห௡
௝ୀଵ ൧ ଶ

ൌ
ൣ∑ ห𝜘௝ െ 𝜛௝ห ൅ ห𝜘௝ െ 𝜛௝ห

௡
௝ୀଵ ൧

ଶ

𝝈 ൅ ൣ∑ ห𝜘௝ െ 𝜛௝ห ൅ ห𝜘௝ െ 𝜛௝ห௡
௝ୀଵ ൧

ଶ ൌ 𝛩ሺ𝜘,𝜘,𝜛,𝝈ሻ. 

Hence,  𝑓  is an  intuitionistic fuzzy  𝑞-contraction and Theorem 1 hold. That is, the 
system of linear Equation (13) has a unique solution in  𝜩.      □ 

8. Application to Nonlinear Fractional Differential Equation 

In this section, we apply Theorem 1 is to determine the existence and uniqueness of 

a solution to nonlinear fractional differential equation given by 

𝐷௖ఈ𝜘ሺ𝜚ሻ ൌ 𝜓൫𝜚,𝜘ሺ𝜚ሻ൯           ሺ𝜚 ∈ ሺ0,1ሻ,𝛼 ∈ ሺ1,2ሿሻ, 

with boundary conditions 

𝜘ሺ0ሻ ൌ 0,𝜘ᇱሺ0ሻ ൌ 𝐼𝜘ሺ𝜚ሻ            𝜚 ∈ ሺ0,1ሻ, 
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where 𝐷௖ఈ means caputo fractional derivative of order  𝛼, defined by 

𝐷௖ఈ𝜓ሺ𝜚ሻ ൌ
1

𝛤ሺ𝑛 െ 𝛼ሻ
නሺ𝜚 െ 𝜏ሻ௡ିఈିଵ𝜓௡ሺ𝜏ሻ𝑑𝜏         ሺ𝑛 െ 1 ൏ 𝛼 ൏ 𝑛,   𝑛 ൌ ሾ𝛼ሿ ൅ 1ሻ

ద

଴

, 

and 𝜓. ሾ0,1ሿ ൈ ℝ → ℝା   is a continuous  function. We suppose  that  𝛯 ൌ 𝐶ሺሾ0,1ሿ,ℝሻ,   from 
ሾ0,1ሿ  into ℝ with supremum |𝜘| ൌ Sup

ө∈ሾ଴,ଵሿ
|𝜘ሺ𝜚ሻ|. 

The Riemann-Liouville fractional integral of order  𝛼  is given by 

𝐼ఈ𝜓ሺ𝜚ሻ ൌ
1

𝛤ሺ𝛼ሻ
නሺ𝜚 െ 𝜏ሻఈିଵ𝜓ሺ𝜏ሻ𝑑𝜏            ሺ𝛼 ൐ 0ሻ

ద

଴

. 

Firstly, we provide an acceptable form for a nonlinear fractional differential equation 

before investigating the existence of a solution. Now, we suppose the following fractional 

differential equation 

𝐷௖ఈ𝜘ሺ𝜚ሻ ൌ 𝜓൫𝜚,𝜘ሺ𝜚ሻ൯           ሺ𝜚 ∈ ሺ0,1ሻ,𝛼 ∈ ሺ1,2ሿሻ,        (14)

with the boundary conditions 

𝜘ሺ0ሻ ൌ 0, 𝜘ᇱሺ0ሻ ൌ 𝐼𝜘ሺ𝜚ሻ             ൫𝜚 ∈ ሺ0,1ሻ൯, 

where 

i  𝜓. ሾ0,1ሿ ൈ ℝ → ℝା  is a continuous function, 

ii  𝜘ሺ𝜚ሻ. ሾ0,1ሿ → ℝ  is continuous, 

and satisfying the following condition 

|𝜓ሺ𝜚,𝜘ሻ െ 𝜓ሺ𝜚,𝜛ሻ െ 𝜓ሺ𝜚,ѡሻ| ൑ Л𝐿|𝜘 െ𝜛 െ ѡ|, 

for all  𝜚 ∈ ሾ0,1ሿ  and  𝐿  is a constant with  𝐿Л ൏ 1, where 

Л ൌ
1

𝛤ሺ𝛼 ൅ 1ሻ
൅

2𝜛ఈାଵ𝛤ሺ𝛼ሻ

ሺ2 െ𝜛ଶሻ𝛤ሺ𝛼 ൅ 1ሻ
. 

Then the Equation (14) has a unique solution. 

Proof. Suppose that 

𝑁ሺ𝜘,𝜛,ѡ,𝜎ሻ ൌ
𝜎

𝜎 ൅ |𝜘 െ 𝜛 െ ѡ|௣
  

𝛩ሺ𝜘,𝜛,ѡ,𝜎ሻ ൌ
|𝜘 െ𝜛 െ ѡ|௣

𝜎 ൅ |𝜘 െ𝜛 െ ѡ|௣
, for all 𝜘,𝜛 ∈ 𝛯 and 𝜎 ൐ 0, 

defined  by  𝑎 ∗ 𝑏 ∗ 𝑐 ൌ 𝑎𝑏𝑐, and 𝑎 ⋄ 𝑏 ⋄ 𝑐 ൌ maxሼ𝑎, 𝑏, 𝑐ሽ.   Let  |𝜘 െ𝜛 െ ѡ| ൌ Sup
ద∈ሾ଴,ଵሿ

|𝜘 െ𝜛 െ

ѡ|௣,  for all  𝜘,𝜛 ∈ 𝛯.  Then  ሺ𝛯,𝑁,𝛩,∗,⋄,𝝁ሻ  is a complete  IFNbMS. We define a mapping 

𝑓.𝛯 → 𝛯  by 

𝑓𝜘ሺ𝜚ሻ ൌ
1

𝛤ሺ𝛼ሻ
නሺ𝜚 െ 𝜏ሻఈିଵ𝜓൫𝜏,𝜘ሺ𝜏ሻ൯𝑑𝜏

ద

଴

൅
2𝜚

ሺ2 െ𝜛ଶሻ𝛤ሺ𝛼ሻ
න ቌනሺ𝜏 െ𝑚ሻఈିଵ𝜓൫𝑚,𝜘ሺ𝑚ሻ൯𝑑𝑚

ఛ

଴

ቍ𝑑𝜏

ధ

଴

     (15)

for all  𝜚 ∈ ሾ0,1ሿ. An Equation (14) has a solution  𝜘 ∈ 𝛯  iff  𝜘ሺ𝜚ሻ ൌ 𝑓𝜘ሺ𝜚ሻ  for all 𝜚 ∈ ሾ0,1ሿ. 
Now 

𝑁ሺ𝜘ሺ𝜚ሻ,𝜛ሺ𝜚ሻ,ѡሺ𝜚ሻ,𝜎ሻ ൌ
𝜎

𝜎 ൅ |𝜘ሺ𝜚ሻ െ 𝜛ሺ𝜚ሻ െ ѡሺ𝜚ሻ|௣
,  
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𝛩ሺ𝜘ሺ𝜚ሻ,𝜛ሺ𝜚ሻ,ѡሺ𝜚ሻ,𝜎ሻ ൌ
|𝜘ሺ𝜚ሻ െ 𝜛ሺ𝜚ሻ െ ѡሺ𝜚ሻ|௣

𝜎 ൅ |𝜘ሺ𝜚ሻ െ 𝜛ሺ𝜚ሻ െ ѡሺ𝜚ሻ|௣
.       (16)

|𝑓𝜘ሺ𝜚ሻ െ 𝑓𝜛ሺ𝜚ሻ െ 𝑓ѡሺ𝜚ሻ|

ൌ ቮ
1

𝛤ሺ𝛼ሻ
නሺ𝜚 െ 𝜏ሻఈିଵ𝜓൫𝜏,𝜘ሺ𝜏ሻ൯𝑑𝜏

ద

଴

൅
2𝜚

ሺ2 െ𝜛ଶሻ𝛤ሺ𝛼ሻ
න ቌනሺ𝜏 െ 𝑚ሻఈିଵ𝜓൫𝑚,𝜘ሺ𝑚ሻ൯𝑑𝑚

ఛ

଴

ቍ𝑑𝝉| 

ధ

଴

ቮ

െ ቮ
1

𝛤ሺ𝛼ሻ
නሺ𝜚 െ 𝜏ሻఈିଵ𝜓൫𝜏,𝜛ሺ𝜏ሻ൯𝑑𝜏

ద

଴

൅
2𝜚

ሺ2 െ𝜛ଶሻ𝛤ሺ𝛼ሻ
න ቌනሺ𝜏 െ 𝑚ሻఈିଵ𝜓൫𝑚,𝜛ሺ𝑚ሻ൯𝑑𝑚

ఛ

଴

ቍ𝑑𝜏

ధ

଴

ቮ

െ ቮ
1

𝛤ሺ𝛼ሻ
නሺ𝜚 െ 𝜏ሻఈିଵ𝜓൫𝜏,ѡሺ𝜏ሻ൯𝑑𝜏

ద

଴

൅
2𝜚

ሺ2 െ𝜛ଶሻ𝛤ሺ𝛼ሻ
න ቌනሺ𝜏 െ 𝑚ሻఈିଵ𝜓൫𝑚,ѡሺ𝑚ሻ൯𝑑𝑚

ఛ

଴

ቍ𝑑𝜏| 

ధ

଴

ቮ. 

That is, 
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|𝑓𝜘ሺ𝜚ሻ െ 𝑓𝜛ሺ𝜚ሻ െ 𝑓ѡሺ𝜚ሻ|

ൌ ቮ
1

𝛤ሺ𝛼ሻ
නሺ𝜚 െ 𝜏ሻఈିଵ𝜓൫𝜏,𝜘ሺ𝜏ሻ൯𝑑𝜏

ద

଴

൅
2𝜚

ሺ2 െ𝜛ଶሻ𝛤ሺ𝛼ሻ
න ቌනሺ𝜏 െ 𝑚ሻఈିଵ𝜓൫𝑚,𝜘ሺ𝑚ሻ൯𝑑𝑚

ఛ

଴

ቍ𝑑𝜏

ధ

଴

െ
1

𝛤ሺ𝛼ሻ
නሺ𝜚 െ 𝜏ሻఈିଵ𝜓൫𝜏,𝜛ሺ𝜏ሻ൯𝑑𝜏

ద

଴

െ
2𝜚

ሺ2 െ𝜛ଶሻ𝛤ሺ𝛼ሻ
න ቌනሺ𝜏 െ𝑚ሻఈିଵ𝜓൫𝑚,𝜛ሺ𝑚ሻ൯𝑑𝑚

ఛ

଴

ቍ𝑑𝜏

ధ

଴

െ
1

𝛤ሺ𝛼ሻ
නሺ𝜚 െ 𝜏ሻఈିଵ𝜓൫𝜏,ѡሺ𝜏ሻ൯𝑑𝜏

ద

଴

െ
2𝜚

ሺ2 െ𝜛ଶሻ𝛤ሺ𝛼ሻ
න ቌනሺ𝜏 െ 𝑚ሻఈିଵ𝜓൫𝑚,ѡሺ𝑚ሻ൯𝑑𝑚

ఛ

଴

ቍ𝑑𝜏

ధ

଴

ቮ 

൑
1

𝛤ሺ𝛼ሻ
නሺ𝜚 െ 𝜏ሻఈିଵห𝜓൫𝜏,𝜘ሺ𝜏ሻ൯ െ 𝜓൫𝜏,𝜛ሺ𝜏ሻ൯ െ 𝜓൫𝜏,ѡሺ𝜏ሻ൯ห𝑑𝜏

ద

଴

 

൅
2𝜚

ሺ2 െ𝜛ଶሻ𝛤ሺ𝛼ሻ
න ቌනሺ𝜏 െ 𝑚ሻఈିଵห𝜓൫𝑚,𝜘ሺ𝑚ሻ൯ െ 𝜓൫𝑚,𝜛ሺ𝑚ሻ൯ െ 𝜓൫𝑚,ѡሺ𝑚ሻ൯ห𝑑𝑚

ఛ

଴

ቍ𝑑𝜏

ధ

଴

൅
2𝜚

ሺ2 െ𝜛ଶሻ𝛤ሺ𝛼ሻ
න ቌනሺ𝜏 െ 𝑚ሻఈିଵห𝜓൫𝑚,𝜘ሺ𝑚ሻ൯ െ 𝜓൫𝑚,𝜛ሺ𝑚ሻ൯ െ 𝜓൫𝑚,ѡሺ𝑚ሻ൯ห𝑑𝑚

ఛ

଴

ቍ𝑑𝜏

ధ

଴

 

൑
𝐿|𝜘 െ𝜛 െ ѡ|

𝛤ሺ𝛼ሻ
නሺ𝜚 െ 𝜏ሻఈିଵ𝑑𝜏 ൅

2𝐿|𝜘 െ𝜛|

𝛤ሺ𝛼ሻ
න ቌනሺ𝜏 െ 𝑚ሻఈିଵ𝑑𝑚

ఛ

଴

ቍ𝑑𝜏

ధ

଴

ద

଴

 

൑
𝐿|𝜘 െ𝜛 െ ѡ|

𝛤ሺ𝛼 ൅ 1ሻ
൅

2𝜛ఈାଵ𝐿|𝜘 െ 𝜛|𝛤ሺ𝛼ሻ
ሺ2 െ𝜛ଶሻ𝛤ሺ𝛼 ൅ 2ሻ

 

൑ 𝐿|𝜘 െ𝜛 െ ѡ|ቆ
1

𝛤ሺ𝛼 ൅ 1ሻ
൅

2𝜛ఈାଵ𝛤ሺ𝛼ሻ
ሺ2 െ𝜛ଶሻ𝛤ሺ𝛼 ൅ 2ሻ

ቇ ൌ 𝐿Л|𝜘 െ 𝜛 െ ѡ|. 

Utilizing the fact  𝐿Л ൏ 1  and Equation (16), we have 

𝑁ሺ𝑓𝜘ሺ𝜚ሻ, 𝑓𝜛ሺ𝜚ሻ, 𝑓ѡሺ𝜚ሻ, 𝜂𝜎ሻ ൌ
𝜂𝜎

𝜂𝜎 ൅ |𝑓𝜘ሺ𝜚ሻ െ 𝑓𝜛ሺ𝜚ሻ െ 𝑓ѡሺ𝜚ሻ|௣
൒

𝜂𝜎
𝜂𝜎 ൅ 𝐿Л|𝜘ሺ𝜚ሻ െ 𝜛ሺ𝜚ሻ െ ѡሺ𝜚ሻ|௣

 

൒
𝜎

𝜎 ൅ |𝜘ሺ𝜚ሻ െ 𝜛ሺ𝜚ሻ െ ѡሺ𝜚ሻ|௣
ൌ 𝑁ሺ𝜘ሺ𝜚ሻ,𝜛ሺ𝜚ሻ,ѡሺ𝜚ሻ,𝜎ሻ, 

𝛩ሺ𝑓𝜘ሺ𝜚ሻ, 𝑓𝜛ሺ𝜚ሻ, 𝑓ѡሺ𝜚ሻ, 𝜂𝜎ሻ ൌ
|𝑓𝜘ሺ𝜚ሻ െ 𝑓𝜛ሺ𝜚ሻ െ 𝑓ѡሺ𝜚ሻ|௣

𝜂𝜎 ൅ |𝑓𝜘ሺ𝜚ሻ െ 𝑓𝜛ሺ𝜚ሻ െ 𝑓ѡሺ𝜚ሻ|௣
൑

𝐿Л|𝜘ሺ𝜚ሻ െ 𝜛ሺ𝜚ሻ െ ѡሺ𝜚ሻ|௣

𝜂𝜎 ൅ 𝐿Л|𝜘ሺ𝜚ሻ െ 𝜛ሺ𝜚ሻ െ ѡሺ𝜚ሻ|௣
 

൑
|𝜘ሺ𝜚ሻ െ 𝜛ሺ𝜚ሻ െ ѡሺ𝜚ሻ|௣

𝜎 ൅ |𝜘ሺ𝜚ሻ െ 𝜛ሺ𝜚ሻ െ ѡሺ𝜚ሻ|௣
ൌ 𝛩ሺ𝜘ሺ𝜚ሻ,𝜛ሺ𝜚ሻ,ѡሺ𝜚ሻ,𝜎ሻ. 

As a result, all conditions of Theorem 1 are satisfied. This shows that  𝑓  has a unique 
solution.     □ 

9. Conclusions 

In this paper, we introduced the notions of IFNbMS, IFQSbMS, IFPSbMS, IFQNMS 

and IFPNbMS. We proved decomposition theorem and fixed-point results in the setting 

of IFPNbMS. Further, we provided several non-trivial examples to show the validity of 



Fractal Fract. 2023, 7, 529  24  of  24 
 

 

introduced notions and results. At the end, we solved an integral equation, system of lin-

ear equations and nonlinear fractional differential equations as applications. This work is 

extendable by  introducing  the notions of neutrosophic  𝑁௕ metric spaces, neutrosophic 

quasi  𝑁௕ metric spaces and neutrosophic pseudo  𝑁௕ metric spaces. 
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